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PREFACE. 



vJn s^est proposé dans cet ouvrage d'offrir un genre de calcul qui 
embrasse la théorie des suites, et dont le calcul différentiel n'est qu'un 
cas particulier : il fournit des procédés qui abrègent des opérations labo- 
rieuses , et des formules qui faèilitent les recherches dans des matières 
compliquées ; il sert à lier entre elles plusieurs branches de l'Analyse : 
appliqué à une assez grande variété d'objets , il m'a conduit directement , 
et le plus souvent sans peine , à des résultats , dont plusieurs me paroissent 
nouveaux, et d'autres présentés sous un aspect nouveau. 

Cette méthode de calcul est fondée sur une manière générale de 
considérer les quantités comme dérivant les unes des autres ; c'est ce 
qui me Ta fait nommer Calcul des dérivations. 

Pour se faire une idée des dérivations , on observera que des quantités 
ou des fonctions qu'on déduit les unes des autres par un procédé uniforme 
d'opérations , sont dés quantités dérivées ; .tçlles sont les différentielles 
successives. On peut étendre cette idée en cënisidéfant'deSj^lintités quî 
dérivent les unes des autres, non en elles-méntès.^nfnàisj^'ôulement dans 
les opérations qui les assemblent et les lient: entîç-elleip.î. Jes quantités 
elles-mêmes étant quelconques r arbitraires , mîléjfendànies. Ainsi , en 
supposant que de plusieurs lettres différentes la première entre seule 
dans une fonction , tandis que les deux premières entrent dans la dérivée 
de cette fonction , que les trois premières entrent par la même loi dans 
la dérivée de cette dérivée , et ainsi de suite ; on aura des dérivées dans 
le sens étendu que je leur ai donné. Ici les quantités désignées par les 
lettres différentes ne dérivent pas les unes des autres ; et les dérivées 
que je considère sont moins des dérivées de quantités que des dérivées 
d'opérations , comme l'Algèbre est moins un calcul de quantités que 
d'opérations arithmétiques ou géométriques à exécuter sur les quantités. 

La dérivation est l'opération par laquelle une dérivée est déduite de 
celle qui la précède ou de la fonction. La méthode des dérivations en 
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gënëral consiste à saisir la loi qui lie les assemblages de quantités quel- 
conques les uns aux autres ^ et à se servir de cette loi comme d'un moyen 
de calcul pour passer de dérivée en dérivée. 

Pour former l'algorithme des dérivations ^ il a fallu introduire des signes 
nouveaux ; j'ai donné une attention particulière à cet objet , persuadé que 
le secret de la puissance de l'Analyse consiste dans le choix et l'emploi 
heureux de signes simples et caractéristiques de la chose qu'ils doivent 
représenter (^). Je me suis prescrit à cet égard les règles suivantes : i.^de 
rendre les notations le plus qu'il étoit possible analogues à des notations 
reçues ; 2.^ de ne point introduire de notations inutiles et que j'aurois 
pu remplacer sans confusion par des notations déjà en usage ; 5.^ de les 
choisir très - simples , en y faisant entrer cependant toutes les variétés 
qu'exigeoient les différences des opérations. 

Apràs cette idée générale de la. méthode, jetons un coup d'œil sur 
les matières traitées dans cet ouvrage. 

Le calcul-tlifCérentiebdoitfie avec tant de facilité le développement en 
série^des feîïCtrôh^ de; KîriÇJrfiès , qu'il est naturel de désirer une méthode 
qui s'étende ay.«^.Ja!rnci^iiie facilité à des fonctions de polynômes d'un 
nombre de tôt*^seS\qî)è^ M' étant proposé cette recherche , je fis 

varier les coêfHciens des termes des polynômes , en les regardant comme 
dérivant les uns des autres , lors même qu'ils étoient indépendans. Cette 
considération me conduisit à la méthode générale de développement 
que j'expose dans les trois premiers articles , qui forment comme la 
première partie de l'ouvrage. 

J'y considère non-seulement les séries et les polynômes simples \ c'est- 
à - dire ceux qui sont ordonnés suivant les puissances d'une seule lettre , 

(*) EuLER, dans un mémoire intitulé : SuMdium calculi sinuunij et imprime 
dans le tome V des nouveaux commentaires de Pëtersbourg , dit, page i65 : Ac ^i 
quidem ip^iiu Anafy^U prœstantiam spectamuSy eam prœcipue soli idoneo quanti^ 
iaies signU denotandi modo tribuendam esse deprehendimus ; quo minus erii iriiran^ 
dum si commoda sinuum in algoriihmum iniroductio iantum lucri atiulerii. 
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maïs encore les sëries et les pol3momes ordonnes suivant les puissances 
et les produits de deux , de trois lettres différentes , qu on peut appeler 
séries et polynômes doubles , triples. Le sujet des trois premiers articles 
est la solution du problème général suivant : 

Etant proposée une fonction quelconque d'un ou de plusieurs poly- 
nomes simples , doubles , triples ; i .^ développer la fonction en une série 
pareillement simple , ou double , ou triple , en faisant dériver les uns 
des autres les termes successifs du développement : 2.^ dans tous ces 
cas, trouver immédiatement un terme quelconque du développement, 
sans le faire dépendre d'aucun des autres termes* 

Les coêfficîens dans ces développemens de fonctions de poljrnomes se 
présentent composés de deux espèces de quantités ; de celles qui conser- 
vent le signe de la. fonction ou qui dépendent de la fonction , et dans 
lesquelles n'entre que le premier terme du polynôme ; et de celles qui , 
dragées du signe de fonction , demeurent les mêmes pour des fonctions 
quelconques , et forment des groupes composés uniquement des coëfBcîens 
d« polynôme , à commencer par celui du second terme. Comme ces 
quantités dépendent du nombre des termes dont le polynôme est formé , 
f ai cru pouvoir les désigner par la dénomination de quantités polyno- 
miales. 

Les règles pour faire dériver les unes des autrçs les quantités qui 
dépendent de la fonction , sont les mêmes que celles du calcul différen- 
tiel pour prendre les différentielles successives d'une fonction , la diffé- 
rentielle de la variable étant constante et égale à Funité ; ainsi on pourra 
, toujours former à part ces quantités. 

Les règles de dérivation relativement aux quantités polynomiales 
doiuient des procédés si simples et si expéditifs, qu'en faisant dériver ces 
quantités les lùies des autres , on pourra écrire sans s'arrêter le déve* 
loppement tout réduit , et le pousser aussi loin qu'on voudra ; bien plus , 
on pourra écrire de même l'expression toute réduite d'un terme quel- 
conque de la série du développement , indépendamment des autres termes. 
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Les règles pour exécuter les dëveloppemens réduits sont des consë- 
quences faciles de formules générales et symétriques quune même 
analyse , diversement appliquée , enchaîne les unes aux autres. Si donc 
on trouvoit une sorte d'aridité dans les énoncés ou dans Faccumulation 
des règles, si on les croyoit à charge à la mémoire; on observera quil 
suffît de retrouver les formules , et que, comme les règles en découlent, 
si oh a une fois saisi la m6mière de les en déduire , on pourra toujours 
dans chaque cas , sans qu'il soit nécessaire d'avoir retenu la règle , la 
former de nouveau d'après les formules. 

C'est dans ces formules que consiste proprement la solution des pro- 
blèmes : elles suivent des lois faciles à saisir , ce qui les rend elles- 
mêmes faciles à retenir ou à retrouver : elles jouissent d'une propriété 
qui en augmente l' utilité dans les analyses et dans les démonstrations , 
celle d'être susceptibles de différens degrés de développement , que j'ai 
distingués par les noms de développemens premier, second , troisième, etc. 

Dans l'article premier, où j'ai donné le développement des fonctions 
d'un polynôme simple , je me suis permis plus de détails que dans les 
articles suivans : j'ai présenté d'abord la méthode telle qu'elle s'est 
offerte à ipes recherches , pour ne la réduire que par la suite à son état 
le plus simple, parce que cette marche conduisoit naturellement à plu- 
sieurs vérités utiles à l'intelligence parfaite de la méthode simplifiée. 

Quoique les règles de la méthode simplifiée soient très - faciles , 
l'analyse qui y mène peut paroître un peu longue. Outre que j'ai donné 
le moyen d'abréger cette analyse , j'observerai que l'apparence d 
longueur en doit être imputée en grande partie au soin que j'ai pris de 
tout démontrer et de ne rien passer de ce qui m'a paru propre à répandre 
quelque lumière. Je cQpseille aux jeunes Géomètres qui , dans la lecture 
de cet ouvrage , seront parvenus jusqu'aux règles , de s'exercer quelque 
temps à les pratiquer, afin de contracter l'habitude d'écrire sur-le-champ 
et tout réduit chaque terme du développement avec tout ce qui y entre^ 
pour ne passer qu'ensuite au terme suivant. Si après cet exercice ils 

reviennent 
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reviennent sur Tanalyse , ils pourront T embrasser et en saisir F ensemble 
comme d'un coup d'œil. 

Je n^ai fait aucun usage des combinaisons, que plusieurs Géomètres, 
Leibniz entre autres , croyoient propres à ces recherches. Je dois remarquer 
à cette occasion, que la théorie des combinaisons a ëtë beaucoup perfec- 
tionnée par le Professeur Hindenburg , qui s'en est servi pour donner les 
développemens des fonctions d'un seul pol3mome simple , et ceux des 
produits et des produits de puissances de deux ou de plusieurs poljmomes 
simples. U! Analyse combinatoire de cet Auteur a été embrassée et 
cultivée avec ardeur par les Géomètres allemands. 

Lorsque je commençai ces recherches , les procédés et les notations 
du Professeur Hindenburg ne m'étoient point familières , je ne connoissois 
guère ses écrits que par le titre ; j'ai suivi mes propres idées. Bien éloigné 
de vouloir diminuer le mérite des travaux de cet Analyste , si j'en p6u:le, 
c'est pour témoigner le cas que j'en fais ; ses procédés me paroissent être 
ce qu^on pouvoit donner de plus achevé sur cette matière , en prenant 
pour base les combinaisons. Mais je ne puis me dispenser d'observer que 
les méthodes de dérivation qu'on trouvera ici , malgré quelques points 
de contact qu'elles peuvent avoir avec les méthodes combinatoires, eu 
diffèrent dans les principes , dans les procédés , dans les notations. 

Les principes que j'emploie sont plus étendus , les dérivations étant 
liées avec la théorie générale des fonctions , dont elles forment une branche. 

Les procédés que je donne sont plus analytiques. Dans TAnalyse 
'combinatoire le calcul des quantités que j'ai nommées polynomiales , 
s'exécute par portions détachées; on y forme d'abord séparément les 
groupes des lettres , puis séparément leurs coêfBciens numériques. Mes 
procédés , au contraire , donnent les termes entiers des développemens 
par un calcul continu , qui fait trouver à la fois les groupes des lettres 
et les coêfficiens numériques , et qui fait découler les quantités polyno- 
miales les unes des autres , toute réduites , et avec tant de facilité qu il 
n'eu coûte guère que la peine de les écrire ; on n'a besoin ni de tables 
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de combinaisons calculées d'avance , ni de moyens en quelque sorte 
mécaniques ou fondés sur la disposition des cases de certains tableaux,' 
pour fomier les groupes des quantités polynomiales. 

Quant à mes notations , elles sont simples , expressives et en très-petit 
nombre. 

V 

J'observe encore que les problèmes de développemens difficiles et 
compliqués , savoir ceux qui concernent les fonctions quelconques de 
deux ou de plusieurs polynômes simples , et ceux sur les fonctions d'un 
ou de plusieurs polynômes doubles , triples , sont ici résolus pour la 
première fois ; personne que je sache n ayant encore donné de méthode 
pour former dans ces cas les développemens complets et réduits* Ces 
matières occupent la fin de l'article second et tout l'article troisième, et 
elles exigeoient , si je ne m'abuse, quelque attention et quelque adresse* 

Les articles qui suivent le troisième sont destinés principalement à 
oÎMt des applications et des usages des formules et des règles trouvées 
dans les trois premiers. Ces formules, d'un côté, fournissent de nouveaux 
moyens de résoudre différens problèmes , qui ne pourroient être résolus 
qu'avec plus de difficulté par d'autres voies ; de l'autre côté , elles servent 
à rapprocher et à réunir sous un même point de vue des solutions 
connues , mais fondées sur des principes différens et présentées sou8 
diverses formes. 

L'article quatrième contient l'application des méthodes et des formules 
de dérivation à l'expression du terme général des séries récurrentes , dont 
on connoît l'échelle de relation. 

Les séries récurrentes simples n'ont point présenté de difficulté. De 
l'équation de relation j'ai déduit la fraction génératrice de la série , ensuite , 
de cette fraction , le terme général. Cette analyse , qui est la plus rapprochée 
de la marche ordinaire , m'a paru la plus féconde en conséquences. Les 
dérivations donnent des formules et des développemens pour le terme 
général , soit qu'on laisse le dénominateur, de la fraction génératrice tel 
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qu^on le dëduît de Tëquation de relation , soit qu'on le décompose en 
ses facteurs binômes. 

Les sërîes récuïrentes doubles et triples ont présenté ^ surtout dans 
la détermination de leur fraction génératrice , des difficultés que j'ai au 
moins fait sentir , si je ne les ai pas surmontées : aussi - bien je ne 
donne la méthode pour les séries récurrentes doubles que comme un 
essai que d'autres efforts pourront porter à plus de perfection ; dans Tétat 
où je Fai laissée , elle a donné des solutions , souvent assez faciles , de 
plusieurs questions relatives aux séries récurrentes doubles , que Lagrange 
et Laplace ont résolues par d'autres voies* 

LiB retour général des séries , traité par les dérivations ^ qui fait l'objet 
de r article cinquième, est une des matières dont je me suis occupé avec 
le plus de plaisir et peut-être de succès. J'ose espérer qu'on la trouvera 
présentée avec plus de généralité et de facilité qu'on n'y en avoit mis 
jusqu'ici; qu'on jugera dignes d'attention le théorème très -étendu que 
j'ai placé à l'entrée de l'article , sa démonstration , et surtout la manière 
dont j'en ai fait découler les différentes propositions, sur le retour des 
fonctions et des séries simples , propositions parmi lesquelles se trouvent 
les plus beaux théorèmes qu oa connoisse sur ce sujet ; et qu'on remar** 
quera la facilité avec laquelle les développemens s'effectuent par les règles^' 
de dérivation. 

Passant de là au retour des séries doubles , j'ai doané des solutions 
nouvelles des cas de Leibniz , Cousin, Lambeut; des théorèmes 
fort généraux ; des formules remarquables par leur symétrie , dont 
quelques-unes peuvent être utiles dans le calcul différentiel. 

Revenant ensuite aux séries simples , j'ai fait voir comment le rappro- 
chement de quelques formules et de divers moyens d'arriver au retour des 
séries , conduit à des théorèmes et à des observations sur les dérivations. 
Je n'ai pu toucher que légèrement à l'usage qu'on peut faire des formules 
sur le retour des séries pour calculer par approximation les racines des 
équations ; et je n'ai pu entrer dans l'examen de la convergence de ces 



La première division contient Tapplication des formules de dérivation 
au développement des fonctions de polynômes qui renferment des sintis 
et des cosinus ^ en suites ordonnées suivant leS sinus et les cosinus des 
multiples d'un même aïigle. Lès dérivations fournissent le moyen de 
traiter avec généralité et facilité ce sujet utile dans l'Astronomie. 

En traitant , dans la seconde division ,- des produits de facteurs en 
progression arithmétique , on n'a pas eu pour but d'étendre la théorie 
de ces produits , mais de la ramener à la théorie et aux notations des 
dérivations- 
La troisième division offre d'abord l'application de la séparation des 
échelles à la méthode directe et inverse des différences. J'ai lieu d'espérer 
que le lecteur sera content de voir avec combien de facilité les théorèmes 
généraux et des formules importantes de la méthode des différences 
découlent de principes aussi simples. En associant ensuite la méthode 
des dérivations à la séparation des échelles , on obtient encore d'une 
manière simple des formules fort générales , relatives à la transformation , 
à la sommation, à l'interpolation des suites; parmi lesquelles se trouvent 
des formules que Laplace a déduites par une analyse différente du rapport 
qu'il a observé entre les fonctions génératrices et leurs variables corres- 
pondantes, rapport qui est le fondement de son mémoire sur les suites, 
imprimé dans le recueil de l'Académie des sciences de Paris pour 1779. 
De là on peut encore tirer la conclusion qu'en réunissant les méthodes 
de dérivation et de séparation des échelles, on pourrait apporter des 
simplifications importantes à un traité de la méthode directe et inverse 
des différences. 

Tei^s sont les matières traitées dans cet ouvrage ; elles y sont liées 
entre ^ies par une métliode générale et uniforme , qui inyite à de iaou- 

velles applications , en même temps qu'elle abrège considérablement les 

* 

cedculs , dont la longueur , quelquefois excessive , est un des principaux 
obstacles aux progrès de l'Analyse. En rapprochant ainsi les unes des 
autres plusieurs théories importantes et des solutions fondées sur des 



PREFACE. 'xj 

principes et des méthodes diverses , j'ai surtout été jaloux , pour mieux 
faire sentir Futilité du calcul des dérivations , d'attacher à ce calcul 
plusieurs des plus élégantes formules dues à la sagacité des grands 
Géomètres Lagrange et Laplace. « Ces sortes de rapprochemens , dit 
» Lagrange y sont toujours instructifs , et ne peuvent qu'être très-utiles 
» aux progrès de l'Analyse ; on peut même dire qu'ils y sont nécessaires 
» dans l'état où elle est aujourd'hui ; car, à mesure que cette science 
» s'étend et s'enrichit de nouvelles méthodes , elle en devient aussi plus 
» compliquée ; et l'on ne sauroit la simplifier qu'en généralisant et en 
» réduisant tout à la fois les méthodeis qui peuvent être susceptibles de ces 
yy avantages, h 

Si quelque chose peut me faire croire que l'objet de cet ouvrage n'est 
pas indigne de l'attention des Géomètres , c'est le désir que témoigne 
un des meilleurs Analystes de l'Angleterre, le professeur Waring , d'unç 
méthode dont le but seroit pareil à' celui de la méthode des dérivations ^ 
et qu'il désigne sous le nom de méthode de déduction directe et inverse 
(methodus deductionis et reductionis)) mais il se contente d'en faira 
mention , sans donner aucun moyen pour y parvenir. C'est par ce vœu 
qu'il termine ses Meditationes analyticœ , Cantabrigiœ, 1786, ouvrage 
considérable sur les séries , et le calcul différentiel et intégral. 

Le présent ouvrage est la suite de mes recherches sur la vraie théorie 
du calcul différentiel, que je finis au commencement de l'année 1789. 

On peut distinguer deux sortes de principes dans le calcul différentieL 
Les uns se rapportent au passage des quantités discrètes aux quantités 
condnues, c'est-à-dire qu'ils concernent ce qu'on nomme la méthode 
d'exhaustion des Anciens, ou celle des limites ou des infiniment-petits: 
les autres concernent les règles pratiques pour former les différentielles 
successives; ceux-ci tiennent aux dérivations. J'ai traité des premiers 
dans un mémoire envoyé, au printemps de 1 789 , à l'Académie des sciences 
de Paris , et auquel j'ai donné le titre d'Essai sur de nouveaux principes 
de Calcul différentiel et intégral , indépendans de la théorie des in/i^ 
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niment 'petits et de celle des limites (^). Ce travail me fit. faire dea 
réflexions sur les principes de la seconde sorte ; j'en vis naître dès^lors 
l^s premiers germes des idées et des méthodes qui , développées et éten* 
dues , font la matière du présent ouvrage. Comnie Lagrange a..bien voulu 
Élire mention de mon premier travcûl dans sa belle théorie des" fonctions 

*4 • • • — 

analytiques , et que Lacroix Ta cité à la page Syo du premier ypluQie 

de son traité de calcul différentiel et intégral , sans qu il ait été impri^ié 

» ■ • •■.♦.■• ■ . 

. •• 

* * • ■ • 

(*) Ce mëmoire étant encore manuscrit, on me permettra d'indiquer les J^riftcipes 

.*■*"■' . ^ ' 

qui y sont répandus, et sur lesquels je me suis fondé pour donner à la' Ûi^rJe . du 
calcul différentiel la rigueur et révidence de TAlgébre ordinaire. 

L Si Von a une équation entre des quantités qui dépendent d'une a}anàifle^ 
et d'autres qui n'en dépendent pas et demeurent toujours ies mêmes; et 
que l'équation ait lieu pour des valeurs quelconques de la vdriaSle-.f les 
termes indépendans et les termes dépendans de cette variable seronf^\'Sépa^ 
rément égauar entre eux. /.'.'. 

Ce principe, qu'on peut appeler principe de la séparation des quantités in^épen^ 
dantes, est le fondement de la méthode des coëfficiens indéterminés. .'.. 

IL Si l'on a une fonction quelconque de x, qu'on y mette x '+ ^x à là 

place de X, et qu'on la développe en une série ordonnée suivant les puissances 

y, ''*•"•••"."• 

onne : -.:',' \ 



<px + phx + -i-(Aa;)a H- -_— (Ax)' -h -r-r-7-— (Avr)4 • -^H ^d . 

les coëfficiens p, q, r, s , etc. seront des /onctions de x, qui dérivent feê.unes 
des autres par la même loi et le même procédé par lesquels p dérive. de ipx. 

Ce pripcipe, ainsi présenté, est dû à Lagrakge, qui l'a publié dans! les Mémoires 
de Berlin pour 1772. 

Si l'on &it abstraction des dénominateurs numériques ; les second , troiàième j qua- 
trième termes de la série précédente seront les différentielles première , seconde, 
troisième de la fonction (px. Ainsi les différentielles sont des portions de difii^rens 
ordres de la différence (finie). 

IIL Toute /onction de x -j- ^x peut toujours être développée en une 
série qui procède suivant les puissances entières de ts.x, si l'on suppose à m 
une valeur générale. 
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jusqu'à prèsent ; on pourroît être tenté de confondre les deux ouyrages* 
J'avertis donc qu ils n'ont entre eux rien de commun ni pour le fond 
ni pour les détails. Je prie les Géomètres de recevoir avec indulgence 
celui que je publie présentement/ et de pardonner, à raison de la com- 
plication des matières que j'ai tâché de simplifier, les fautes qui auroient 
pu m'écliapper. 

Cet ouvrage est annoncé depuis long-temps , et il y a plus long-temps 

U y a des fonctions où,- pour certaines valeurs particulières de x, les coëflBciens 
de la série deviennent infinis , et partant le dëveloppement en série devient impos- 
sible ; mais ces cas font exception au calcul différentiel , qui se trouve alors en dë&ut. 

IV. Dans le développement de (p(x -^^ ^x) on peut toujours prendre pour 
^x une Dateur finie et assignable, ussez petite pour qu'un des termes quel^ 
corufue de la série soit plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent. 

Je n^ai jamais fait évanouir aucun terme de la série, aucune diâSrentieUe : quelque- 
fois )e n^ai pas considéré la fonction comme développée en entier ; j'en ai arrêté le 
développement après un petit nombre de termes, mais en tenant toujours compte du reste* 

V. Soit une courbe quelconque , dont l' ordonnée y ^ qui répond iiV abscisse 
Xr^- ^x, soit représentée par la série 

quon développe pareillement V ordonnée li d'une autre courbe, dont Téqua^ 
tion , donnée et rapportée A la même ligne des abscisses , contienne un nombre 
n de constantes i l'abscisse correspondante à vi étant t -\^ ùs.t ^ et At = ^x, 

on aura , _ . .. 

f du ^ d^u .. V . d^u /A \7 . 

dt i.Q.dt^^ ' i.2.3.dt^^ ^ 

si Von détermine les n constantes de la dernière courbe par les équations 

du dy d^u d^y d^-^u d'^-^y 

cette courbe ainsi déterminée sera de toutes les courbes de même nature 
celle dont le cours approchera le plus du cours deJa première, de manière 
qu'il sera impossible défaire passer entre ces deux cours celui d'une autre 
courbe de même nature que la seconde. 

En particulier ; en faisant x^ = ^ , la seconde courbe et la première passeront par 

4 
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encore que Timpression en est commencée ; elle a été interrompue 
plusieurs fois par différentes circonstances. J'espère qu on aura lieu 
d'être content de l'exactitude de l'édition ; et à cet égard je dois témoi- 
gner ma reconnoissance à Français, Professeur de Mathématiques à 
Colmar, qui a pris le soin de vérifier mes calculs et de m'aider dans 
la correction des épreuves. 

un même point; en faisant u^=^y^ ®^ "3 — = ■ , y la seconde courbe sera tangente 

du ■ dy d* u d*y 

a la première ; en fiusant u =^ y j -r-- = — ~— , et --r — = -—;- , la secondé courbe 

dt dx dt* dx 

sera osculatrice de la première; de sorle que le contact deviendra d'autant plus intime 
qu'on égalera entre eux un plus grand nombre de termes dans les deux séries. 

De là découlent, comme cas particuliers, \^% formules des soustangentes , sousnor- 
males, rayons osculateurs, celles pour les points d'inflexion, pour les développées, etc. 

VL Si l'on a trois expressions ordonnées suivant les puissances de x oi^ 

de ùix , 

U = a -j- b.^x -f- c(Aa?)* -+- ^(Ax)' H- etc. 

^ =±= a' -i- i'.Ao; H- c'{t^xy H- </'(Aa;)3 -|- etc. 

JV =1 a'^ -^ i". A.r -h c"(Aa;)« + ^"(A.r)5 -f. etc. ; 

et que, sans connoitre la 'valeur de V^ , on sache quelle est intermédiaire 
entre celles de U et de JV, cesù-à-dire plus grande que 2' une et moindre 
que F autre ; si les deux séries extrêmes ont un certain nombre de leurs 
premiers termes égaux entre eux , la série de V aura le même nombre de 
ses premiers termes égaux aux termes correspondans des autres séries. Si 
fon a , par exemple , a zi^ a^' ^ b =: b^* ; on aura aussi a^ ^=. a , b^ z= b. 

On peut &ire un grand usage de ce principe : il m'a-donné d'une manière rigoureuse 
la différentielle de l'aire et celle de l'arc d'une courbe quelconque , tant pour le cas des 
ordonnées parallèles , que pour celui des ordonnées qui partent d'un même point , etc. 

Il me semble que j'ai fait voir le premier, d'une manière développée, qu'au moyen 
de la réunion de ces principes, l'on peut traiter le calcul diflTérentiel et intégral, et 
notamment ses applications aux courbes , sans rien faire évanouir ; et c'est en cela 
que la méthode des anciens Géomètres se distingue principalement de toutes celles 
que postérieurement on a cherché à y substituer. 
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Lorsqu'on a employé des lettres françoises comme caractéristiques , on les à presque 
toujours prises de caractère romain , pour les distinguer des lettres de quantités , 
qu'on a mises en italique. 

Quelquefois , lorsqu'on avoit plusieurs séries différentes , on a désigné par des lettres 
allemandes les coëfficiens de quelques-unes d'entr'elles , afin de doûner aux calculs 
plus de symétrie «t de simplicité ; mais on n'a jamais employé ces lettres comme signes 
d'opération ou comme caractéristiques : on a cru que les lecteurs firançois étoieni 
suffisamment Ëuniliarisés avec les lettres allemandes par l'usage qu^en a fait Euler dans 
ses principaux ouvrages, tant latins que françois (voyez entre autres les Mémoires 
de Berlin, pour 1760). Au reste, voici les alphabets allemand et françois mis eu 
parallèle, pour ceux qui seroient dans le cas d'y recourir* 

a, b, c, b, e, f, g, 1^, t, f, I, nt, ti, 

a, ^, c, rf, e, /, gj hy ij kj /, TO, is, 

0, j), q, r, #, t, «, », », X, 9, j; 
o, pt ^, r, St tf «, f, w, a;, j^, z; 

sr, », €, ©, €, g, ©, i>, 3, «, «, sw, », 

^, ^, c, i?, £, F, G, /f, /, A^, £,, Af, iV, 

C, 9>, û, K, ®, x, u, », SB, ae, ?>, 3. 

O, P, Q, il, ^, r. U, V, W, Xy Y, Z, 
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DES DÉRIVATIONS. 



ARTICLE PREMIER. 

Méthode facile et générale pour développa- en séries des fonctions 
quelconques de polynômes, et pour calculer un terme quelconque 
du développement indépendamment de tous les autres» 

* • 

J E suivrai dans l'exposition de ces recherches la voie même que j ai suivie en 
les Daiisant ; et je ne réduirai la méthode que graduellement à l'état le plus 
simple. 

S- I" 

Exposition et premier état de la méthode. 



\. Soit F(ee + a:) une fonction quelconque du binôme ee + a; : on s^t 
qu'on peut développer cette fonction en une série qui procède suivant les 
puissances de a; 9 de cette forme 

F(a -H 0?) = a -h ^o? H x^ H ^^ "+" 5 — '^ "*" ®^C- • •••(1) 



1.2 1.2.7 i.Q.3.4 

on sait aussi que a = 'Pet ; que b dérive de a ou de F«, c de b^ d dé Cy etc. 
par la même loi ; de sorte que , si on connolt la manière de faire dériver b 
de a ou Fecj on saura aussi Êûre dériver c de b^ d de c^ et ainsi de suite* 

2. En désignant par d l'opération qu'il faut faire sur Fcc pour en déduire b , 
il est clair qu'on aura b = dF« , c = ddF« = d^F^ , d = d^F« , etc. 
Ainsi la série précédente (1) peut aussi s'exprimer de cette manière : 

F(«4-aî)==F« H 7^0^ 4--— -~i»î» 4-7— r4«' -h etc. f..:(a) 

A- 



2 DUCÀLCUL 

Je prends pour la caractéristique des dérivations qu on considéra ici , la 
petite capitale d , de caractère romain , parce qu'il est nécessaire de distinguer 
ces dérivations des difFérentiations auxquelles Leibniz a consacré le signe d, 

3. On sait de plus , par le calcul différentiel , que , si l'on regarde » comme 
la variable , on a 

où dec est constante et arbitraire ; on peut donc faire dec = i j et dans cette 
supposition on a simplement dF« = dF« , d^F» = d^F ce , d^F» = d^Fa i etc. , 
et les régies des dérivations sont les mêmes que celles des difféf entiations. 

Soit, par exemple, F(»+x):==log{»+x)i on a F«=:loga(, d'où, en Êusant 
de» = 1 , d^cc = o , on tire par dérivation 

D log« = «"-'.d« = «-* , D«log« = D»-* = — i.a~«, D^log» = 

d(— i,«-"«) = i.Q.«-5, D4log« = D(i.3.«-5) = — i.Q.3.«-4, etc. Donc 

log(« + ^) = log«H-^aj— ^x«H-^a55_-^^ H- etc. 

Si Ton avoit à développer F(e€+Çx)j on n'auroit qu'à changer dans (i) x en 
Cx , et en détachant les S des x , on trouveroit 

F(«+Çx) = F« H- ^^^x + 5!!5ilx. -f. ^^^ *' -H etc. ... .(3) 

^ ^ 1 1 . Q 1.Q.3 ^ ' 

Mais on peut aussi regarder les C de ce développement comme provenant des 
opérations faites sur Fec* En effet , supposons que ce soit une fonction fa d'une 

variable a, telle que dfa = ff et da = i ; alors i>F ce devient j ^ > -3 — = 

^ d« da 



--— ^«dfa = DF^.nfa. Gomme ici nfa = dfa doit être = C, et D^fa == 
ûoc 

d*fa = o , il sufBt de supposer f a = Ca , C étant constante. 

Pour distinguer cet état de nF^^du premier , où da( = 1 et d« = 1 , nous 
mettrons un point après le d, nous écrirons v.Fce pour dF^.C» et nous 
dirons que d.F« est la dérivée de Fccj ec variant et ayant v.cc = S = dfa 
pour dérivée ; tandis que o F « sans point après d est la dérivée de Fcc 1 m 
variant et ayant d « = 1 = d « pour sa dérivée. 

SiH'on fait sur d.F« = dF«.d.« = DF«.f la même opération qu'on a faite 
sur Fcci on aura, d.£« = ^ étant invariable, d^F^k = t>.(vFcc^d.cc) = 
p«F«.(d.«)« = D»F«.C« ; ensuite i>\F(€ ?s d.{d*Fck.(d.«)*| = p^FeciD.cefi 
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= D^F«.C^, et ainsi de suite; de sorte que la série (3) s'exprime aussi de 
la manière suivante : 

F(« + Cx) = F« -f- i^x -f. ^I^x' -f- îH* x3 + etc. . . .(4) 

En opérant ainsi sur logo^^ par exemple, on trouvera 

log(« 4- Co?) = logt^ H a? r a?t + «-«r^' r^ + etc. 

°^ ° oc 2oc^ 3«' 4a'» 

4. Si Ton compare cette manière de développer les fonctions des binômes 
ayec celle qui est en usage dans le calcul différentiel , on verra qu'elle en 
diffère en ce que nous prenons ce pour la variable et que nous mettons pour 
o.« le coefficient que x a dans le binçme » + Sx. 



■ 

5. Pour passer des fonctions des binômes à celles des polynômes , prenons 
de chaque membre de ( 4 ) la fonction (p ; nous aurons , d'un c6té , 

OFU-hex) = (p(F«-t- 5:^0: + i2^x« + ^^a^ + etc.); 

de l'autre , en mettant dans ( 4 ) (p F au lieu de F , 

^T?x ^ \ ;^T? D.(pF« D2.(pF« d5.0F{» . 
^F(«-|-Ca:) = (b¥u H x H ^i^—^x^ H 2-^x5 ^ etc. 

^ ^ 1 1.2 1.Q.3 

Donc, en faisant F« = â, d.Fc» = n.a, d^Fc» = n^.a , etc. , on a 
A(aH xH «' -t-etc.) = 0^H ^^xH ^^—-x^ -i^ etc. . • .(5) 

11^ s'agit de trouver les développemens àe -D.cpd^ ï^^.(pa^ ii^.(pa y etc. 

Il est visible d'abord, par le n.® 3 , que i>.(pa = i>(pa.i>.a; mais ici,D<.a| 
ifi.a j etc. n'étant pas zéro , i}\(pa , Tfi.(pa , etc. ne sont plus égaux à p*(p^2.(D.a)^, 
T3?(pa.{D.a)^j etc. , et il est clair qu'il Bsiut y ajouter les quantités qui proviennent 
de D.a , D^a , etc. variables. 

Pour trouver D^<pa , il faut faire sur d.(^ = v(pa.B.a la même opération 
^'on a faîte sur (pa pour en déduire T>.(pa , mais en considérant n.a comme 
ayant D^.a pour dérivée : or les signes d et d étant ici sujets aux mêmes 
régies 9 on aura D^(pa = D.(D^a.D.a) = T}(pa x D.(p.a) + D.(D(pa)xD.a 
=: i>^a.o*.^ -H i>^<pa.(p.a)^ ; on aura pareillement i}\(pa = v.{DK(pa) = 

Q^^ QD.a.]>>.a + D^(pa.{p.ay = i}(pa.j}\a + 3D'(pâ.D.a.D*.a -f- D^a.(D.a)3; 
et ainsi de suite. On voit donc que les coëfficiens des différente» puissances 
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de Xj dans le développement du second membre de (5), dérivent les uns des 
autres et du premier terme <^a, toujours par une- même loi uniforme, et qui 
est encore la même au fond que celle par laquelle se forment les termes 
successifs du développement de F(«H- x); il n'y a de différence quen ce 
que dans F^cc-h x) la dérivée d« est = i , tandis quici la dérivée. D.a est 
variable et a elle-même j}\a pour dérivée , et ainsi de suite. 

c d 
6. Mais si le polynôme a -i- b.œ -^ x^ H -s-x^ + etc. est tel 

que b ne dérive pas de a, ni c de ^ , ni i2 de c , etc. ; a^ b^ c^ dj etc. étant 
des quantités quelconques , qui ne sont liées entre elles par aucune loi; alors 
on n'a qu'à feindre que ^^ b^ c^ d^ etc. dérivent les unes des autres , et 
Ton aura encore 

(p{a + b.x H x^ H ^x^ -H etc.) = 

, . • • • ( 1 

<ha + 'D.<ba.x H ^ — x^ H ^^^^ + etc. • 

^ ^ 1.3 1 . Q . 3 

pourvu qu après les dérivations effectuées on change D.a en ^, n^.a en c, 
T?.a en d^ etc. 

£n effet , avant la substitution de ^ à la place de D.a , de c à la place de D^a , 
etc. , le développfement du second membre de (6) coïncide avec celui du 
second membre de (5) ; or, après le développement tout l'effet de la dépen- 
dance des quantités j}.a , n^a , j}\a , etc. est produit , et on peut alors les 
considérer comme indépendantes; c'est-à-dire qu'on peut mettre après les 
dérivations dans les deux membres de (3) ^ au lieu de D.a, c au lieu de 
Ji\a j etc. On a donc le théorème suivant : 

Pour développer la fonction 

ffl(a + b.x H Jî^ H — a:3 + etc. )• 

à y by Cj dj etc. étant quelconques , en une série de cette forme 

-rf -*- J5. x H x^ H x^ -4- etc. H r a?» -{- etc. ; 

1.3 1 . 3.3 1.2.3. . . .n ' 

on aura -.^ = (pa , J5 = n. (pa , C = d». (p« , et généralement ^n == n». (pa , 
en faisant varier B.a dans les dérivations et mettant b pour n.a , c pour b^m^ 
d pour J3>\a , etc. après les dérivations effectuées , ou en faisant successivement 
dans les dérivations n.a = b^ d.^ = c , D.cz=zd^ etc. 

7« Les 
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7* Les polynômes se présentent rarement soùs la forme 

c il 

a ^ hx ^ -^ — x' H r- x^ -H etc. ' r. 

1. Q i^a. 3 

c'est-à-dire , avec les coëlEciens numériques — — , ç , » — , etc. ; 

communément ils manquent de ces coëfHciens et ont la forme suivante 

^ -♦- ff x -4- y a?* -h- Ja;' -1- etc.; 

on suppose aussi communément 

(P(« -H ^x -4- y a;* -H Jx' -4- etc. -4- otn^ -+- etc.) = 

A -4- ^a; ^ Cx^ -4- /îa;' -4- etc. -H -^^^ -H etc., 

^ u^ et >^. désignant les ri^'^ coëfliciens après les quantités » ^t A respectire^ 
ment. 

Pour faire usage de notre méthode , on pourroit mettre ces séries sous la 
forme précédente, et écrire 

(PC« -h ffx -h -^ X* H r x' H- etc. H =— 30^ -4- etc.) = 

^ 4- Bx H a?» 4 o ^ -H etc. 4 ^^— ocT 4- etc. , 

1. 2 1. Q. 3 1. 2... /i 

en supposant 

y' = l.Q y , ^' =: 1. 9. 3 d, CtC. «'„ = 1. «2... Tt tz^^ 

C= i.qC, /)'== i.Q.3-D,etc. A\= 1.2... nA^; 

on feroit ensuite les dérivations , et , après avoir obtenu les résultats , on 
remettroit 

i.Q y pour y', 1.2.3 J pour J' , etc. i.2...necn pour «'„, 

1.2C pour C, 1.Q.3-D pour /y, etc. 1.2... nA^ pour -^V 

Mais on na pas besoin de ces détours; ih suffit de faire les dérivations sans 

avoir égard aux coëfficiens numériques , 9 etc. , et de mettre 

ensuite 

Cpourn.ct) 1. Q.y pourn^.ee , 1. q.3 (^ pour d'.<«, etc. i.3...n«„ pour d".«, 
J9pourD.^, j.2CpouTi}*.A j 1.9. 3 -D pour d'.^, etc. i.2...nA„-pouTi>''.Ai 
car il est visible que ce second procédé revient au même que le premier. Ce 
qui donne cet autre théorème ; 

B 



f 
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I 

T B £ O R â K B. ^ 

Soit _ . ' . 

(p(« 4- Sx •+- yj;* -{-: Jx' H- etc. -4- ecn^" -H etc.) 

une fonction quelconque d'un polynôme quelconque ; pour la développer en 
une série de cette forme 

y4 -+- Bx -f- Cx* 4- Dx -K etc. ^ A^x" ^ etc., 

on aura 

j4 ^= (poc, pour le premier .terme , 
D.^ = D,(p« pour le coefficient du second terme ; 
ensuite d*. -^ = d*. (p« donnera le coefficient du troisième terme, 

. d'.^ = d'. (p» dCinnera celui du quatrième, 
et en général 

! .;;- 4>'*i./^ = ^In^ donnera ^e coefficient de a:" : 
pourvu qu'après avoir fait les dérivations , on mette dans les résultats 
fi* pour D. «, i.Q y pour D*.« , i.Q.3 J pour d'.«, etc. , i.a...wa„ pour d\«; 
Bi^OMVD.A^ i.Q Cpourn*.-^, i.Q.3Z>pour d\-^, etc., 1.2... /i-^„pouri>*.-^. 

8. Si l'on calcule successivement les valeurs des coëfficiens A^ B ^ C^ etc. 
et qu'on fasse chaque fois les réductions , il suffira de mettre simplement 

iffpourD.t», 2yp0urD.fi*, 3 (î pour D. y, etc., /î«„pour d. «,_, , 
B pour D.-^ , QCpourD.5, 3Z) pour d. C, etc. , w-^„pour d. -^,_,. 
En effet , puisque de cette manière b. y, par exemple, = d ^ d. ff =d 7 d*. oc^= 

z=z i>^éoc% on a 3^ = d'. a et 1. 2. 3 i= d'.^ ; de sorte au on subs- 

1. 2 ' 1. 2 . . ^ 

titue équivalemment de cette manière 1. 2.3 j^ à la place 'de d'.«, et ainsi des 
autres. 

Il est visible que le coefficient numérique qu'on met devant la lettre qu'on 
substitue, est le nombre qui compte les dérivations que Ton a faites sur la 
lettre primitive ce ou A. 

9. Lorsqu'on effectue les développemens , on peut se dispenser d'écrire des 
lettres affectées du signe d , en écrivant sur le champ celles qu'on doit leur 
substituer avec les coëfficiens numériques convenables; mais dans ce cas il 
est nécessaire de faire observer aux coëfficiens des" puissances a:** , x' , x* , x' , 



■ > 
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etc. un certain ordre , par exemple loidre alphabétique , ou de les marquer 
par des indices ; il est avantageux que le nombre qui exprime Tindice soit le 
même que l'exposant de la puissance de a? , à laquelle le coefficient appartient. 

lo. Quant aux règles qu il faut suivre pour développer les dérivations indi- 
quées par D.(p«, d3.(P«, T>^.(posj etc. ; elles sont, pour les cas que nous traitons, 
les mêmes que celles que prescrit le calcul différentiel pour effectuer les 
difiFérentiations d.(pocj d^.<f>ocj d\(pct^ etc. en regardant os comme la variable, 
et d^ , de même que d^oc , d^^^ , etc. , aussi comme variables. Ainsi , comme 
nous supposons la connoissance de ces règles , nous n'entrerons à cet égard 
dans aucun détail. 

Observons seulement que nous mettrons toujours à l'avenir une différence 
entre les notations D(p«, d^^o^, i>^<pecj etc. sans points, et celles-ci, d.^«, 0^.(^0^, 
i>^.(pec , etc. , où le signe d est suivi d'un point. Voici en quoi elle consiste. 

Puisqu'on a 

d.(pec = -?— Xd«, et d^.(f)et=z -?— X d^oc -H ,\ ^dcg^, etc., 

afin d'éviter les expressions fractionnaires, nous désignerons 

d<l>ec d^(pu d^cpoc , . 1 ^ ^ ^^ %^ . 

"j— j —r-- — ) y •£ > etc. , simplement par D(p«, d2(P«, d5(P«, etc., 
Cl et u ot!^ Cl ocr 

sans points : ces quantités sont la même chose que les différens termes du 
développement de (p(fl( + 1)9 si Ton fait abstraction des coëfficiens numé- 
riques, car en supposant x == 1 dans le n.^ 2 , on a 

<p(« + 1) = (p« + D(p« H D2(pfl{ + » D3(pQg -+. etc. ^ 

Ainsi D(pe«, d3(P«, D^cpty, etc. indiquent les dérivées successives de (p« dans 
le cas où la dérivée de la variable «, c'est-à-dire x>(y, est constante et égale 
à l'unité. 
Les expressions D.(p«, n^.cpty, au contraire, indiquent les développemens 

D(p« X D.t^, l^^OÙ X D^.flf H- D3(pa X (d. a)2, 

où la dérivée de » 9 savoir d.« , est variable et quelconque , développemens qui 
deviennent par notre calcul 

i>(pa X ff, D(p« X 1. 9y + D2(pir X f^ 

En un mot, (&«, d(P^, — ^^, etc. sont les coëfficiens des termes successiâ 
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du développement de (pfee + x) ; et (p« , D.cptc, — — ^ ^ etc. , les coëfliciens des 

termes successifs du développement de <p(cc -h Soc -f- yx^ -+- ix^ etc. ). 

On se servira aussi du point pour marquer jusqu'où s'étend le signe D ; 
ainsi, dans D.cpcc^b ^ T}(pcc*ylfay D.(p(fT}.yl/a ^ le point après (pcc marque que le 
signe D avant (f>cc nalTecte plus b\ où \)/â, ou D.\|/a. D'autres fois le point 
est employé à la manière ^ordinaire, pour distinguer les différens facteurs ou 
les grouppes de facteurs des produits. 

11. Nous nommerons le premier terme (pa du développement, ou celai 
dont on fait dériver tous les autres, origine des dérivations. 

Quand ce terme est donné , et qu'on a examiné lesquelles des quantités qui 
y entrent sont fonctions d'autres quantités , le reste ne demande plus d'autres 
raisonnemens ; tout se réduit alors à une suite d'opérations assujetties à une 
marche régulière et uniforme. 

Quelquefois la loi des dérivations devient plus sensible , si l'on prend le 
second terme pour origine des dérivations. 

Si le premier terme ot du polynôme avoit une valeur particulière , comme 
s'il étoit égal à l'unité , ainsi que cela arrive quelquefois , l'origine des déri- 
vations deviendroit (p i , expression qui ne seroit pas commode pour en déduire 
les autres termes : on mettroit donc à la place de i une quantité qui auroit 
une valeur indéfinie , comme x ; sauf à remettre , dans les résultats , au lieu 
de {» sa valeur particulière. 

12. Il est temps de passer à des exemples , pour éclaircir tout ce que nous 
venons d'exposer , et pour montrer la facilité de notre méthode. 

Exemple I.^' 
On propose de développer la fonction 

log(a H- C^ -h yx^ +.Jaj3 -+- ^x^ -|- ^x^ + etc.) 
en une série de cette forme 

A H- Bx -H Cx^ + Dx^ -f- Ex^ -f- Fx^ -|- etc. 



On aura d abord A = loges ) parce que , x pouvant avoir des valeurs 

quelconques , les quantités indépendantes de x doivent être égales entre elles 

séparément. De ce premier terme nous allons déduire tous les coëfficiens 

By Cj Dy etc. par de simples dérivations, d'après ce qui a été dit n.^ 8 et 

suivans. J'en mets ici tout le calcul sans rien abréger. 

A 
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A = log« ; de là l'on tire par dérivation , 

B ^=: -D. loga = -^— = «""'. Ç] faisant une nouvelle dérivation , on a 

Où 

2C = D'oT^C = «^'.2y — cc^*€Ci réduisant 
C = «"'.y . Ç*; delà, par dérivation, 



32) = a"*.3(J — «""ffy — 2^ — .QffQy -H -5L- gi^*, et réduisant, 



â$ * jo .AS 



£) = cT'.i — 2— .a^y ^- ~.C'; 



E = cr\a — ^{^S^ -+- y') -H Ç-3ry - Ç. ff^ 

5Çi(3e*3(jH- Q.3ffQy*) _^C.3ff*y _5L! 4Ç35y H^lfCl ç^ça^ 

et ainsi de suite. 

i3. La même méthode donne encore , avec une grande facilité , les coëf- 
ficiens A ^ B ^ C^ D ^ etc. en termes récurreuîr, c'est-à-dire , par des formules 
dans lesquelles entrent les coëfficiens précédens ; formules qu'on obtient ordi- 
nairement par la méthode des coëfficiens indéterminés, ainsi qu'on peut le 
voir dans le calcul différentiel d'EuLER, chap. viii de la 2.® partie. Il suffira 
ici de regarder A et ses dérivées comme indépendantes de oc et de ses dérivées | 
c'est-à- dire , comme n'étant pas fonctions les unes des autres. 

Dans l'exemple précédent, on a -^ = log<» ; d'où l'on tire par dérivation, 
D.-^ = -^ — , et, en multipliant par «, oc^éA = i>,ccf ou bien ccB = Ç, 

Où 

équation qui sert d^origine aux dérivations , et de laquelle on déduit ce qui suit : 

H- f CC^. f ^y = eJ; 



A = 


= log«; 


Dx 


Bec = 


= C; de là par dérivation , 


\,Eoù 


nCcc H 


\- BÇ 8y> et réduisant, 




C» H 


^-.BC y; 


Eec 


3JD«H 


- Ce-f-f. a ^C-4- i ^ay = 3 «r, 


etc. 






|o 
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De là on tire , en transposant 



A = 


= log« ; 


Bet — 


= e; 


Cet = 


= y - i ^C; 



Dec =i— i-e?- jCCi 

etc. , où la loi est facile à saisir. 
Exemple IL 



i4- On demande à développer la fonction 



Où 



Sx 



• + l 



yx- -h ôx 



êX 



i'' 



etc. 



log« étant = 1 , en une série de cette forme : 

A -^ Bx -\- Cx* -^ £)x' -f- Ex* -H Fa;' 



etc. 



On aura A 
A = 
B = 
iC = 



e Si 



e ; de là pn tire par les dérivations successives : 



oc 

e .Qy 



oc 
e .y 



3D = e^.3i 



oc 

e r^ . 
— •» 9 

1.2 



OCm 

e Ç.y 



oc oc 



D 



r.i 



OC 



1. Q 



. Qffy 



1.2.3 



.ff3; 



« 0$ 

i.2 ' 1.2 ' 



â$ 



1.2.3 



Sr2y 



1.2.3 



€.S\ 



E 



oc 
e .fi 



X 



1. 2 



{aSi^ y*) 



« 



ty 



1.2.3 



.3ff*y 



1.2.3.4 



.r; 



5/^= e'.bi ^ e^Se 



oc 



1. 2 



• (2ff4fi -H 2.2yJ-+- 2y 3^) 



oc 



1.2 



e(2eij^y') 



1.2.3.4 



. 4^ * «y 



+ ^3(3r3j+3.,f.y)H-^3C3rr- 

^=''^-*-$<^f»+=vfl-4-^(3fi-H3fy-)+;rS;î.4fVH-T^ 
et ainsi de suite. 



1.2.3.4 
oc 



e.e\ 



e^i 
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i5. Si Ton veut calculer les coëffîciéns A ^ B ,^Cj D etc. en termes récur- 
rens, on les trouvera avec la plus grande facilité. 

On a. A =i e ; d'où par dérivation S =e C» et , en mettant u4 au lieu de 

t^ ^ B z=i AÇ. U su£Sra de continuer les dérivations, et l'on aura 



A 

B 

qC 

C 

3D 



et 
e î 

AC; 

A 7y ■+• BC, 

^y ■+- i^ff; 

A3i-¥-By -t-i^ay ^ f aCff, 



T^ 



iCCî 



D : 
E : 

etc. , où la loi est manifeste. 



■.Ai 

a\b ■^-Bi-{-\B'iè-\-\.<iCy 
-f- \Cly H- \. 3D€, 
■ Aa-h'jBS-^iCy^iDCi 



£ X B.M P L S III. 



16. Soit proposé de convertir 
sin(« H- Cx -H y a: 
en une série de cette forme : 



^a; 4- 8X 



{x ' -f- etc. ) 



Dx' 



Ex' 



Fx 



etc. 



On aura d*abord A = sîn» , qu'on considérera comme l'origine des déri- 
vations. De là on déduira ce qui suit : 

A =: sin«: 



B 
•xC 

C 

3D 

D 



COSCC' Ç y 

COS«. a y 
COSo^ y 

cos«. 3 S 
cosos. J 



- sin». ff*, 
sin« 

■ rr-^*' 

- sinocS^y 

sîriâf - 
.Qby 



sin« 



1. a 

COSty 
1.3.3 



. Q ff a y 



cos« 

1. Q 



ces 



.C3; 



sine^f, ^, K , ^. C0Sâ(^ - COS« ^^, 



Sinty 

1. a. 3 



E = coso^ s 
et ainsi de suite. 



sin« 
1.2 



{^ei -H y^) 



ces 

C09« 

i.a.3 



. 3C*v 



sintK 
1.2.3.4 



. C-»; 



lO 
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De là on tire , en transposant 



A = 


= log« ; 


Bet = 


= 5} 


Vet = 


= y--\BÇ; 



Dec = i— i^y— î<^f; 

etc. , où la loi est facile à saisir. 
Exemple IL 



i4- On demande à développer la fonction 



« -+- Co: -+- yx* + Jx' 



êx 



ix' 



etc. 



loge étant = i , en une série de cette forme : 

A ^ Bx -^ Cx* -\- Dx^ -f- Ex"" -4- Fx^ 



etc. 



On aura A 
A = 



e ; de là on tire par les dérivations successives 



et 

« ; 



0$ 

e .2y 



e .y 



e /•> . 



d( 






€ù 



1.3 



ff.ff% 



.^.^ 



OS 

. 2g*y 

1. Q '^ 



« 



i.a.3 



.ff3; 






0$ 



1.Q.3 



sr^y 



E 



iF 



e .B 



CÙ 



, 1. 2 



(QffJ-+- y*) 



Où 



06 



1.2.3 



.3ry 



j. 2.3.4 



.r; 



OS 



0? 



1.2.3 



C.?', 



1.2 



^(aecy^y') 



= c*. 5^ •+- e*ff.g 4- , (Qg*4g^ a.2y(^-H «y 3<y) 



et ainsi de suite. 



i. 
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Il 



i5. Si Ton veut calculer les coëfHciëns A^ B r-Cy D etc. en termes récur- 
rens, on les trouvera avec la plus grande facilité. 

On a. A z=z e ; d*où par dérivation B =: e ^ et, en mettant ^ au lieu de 

e y B ^= AÇ. Il suffira de continuer les dérivations, et l'on aura 



A 
B 

C 

3D 



et 
e ; 

AC; 

A 7y -\- BC, 



^ 4« -H 5,J -H i5 3,^-H i. aOy 

-f-iCay ■+- i- 3/)C, 
■■Ae-^-iBS-i-lCy-hiDei 



D : 

4£ = 

E : 

etc. , où la loi est manifeste. 
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16. Soit proposé de convertir 
6in(ai -+- ffx -+- yx 
en une série de cette forme : 

A -^ Bx -^ Cx* 



-+- ix -f", «X H- g*x ' ■+- etc. ) 



Dr' 



'«• 



Ex* 



Fx 



etc. 



^mmamma^t 



On aura d'abord -^ = sin« , qu on considérera comme l'origine des déri- 
▼ations. De là on déduira ce qui suit : 

A = sin«; 



B 
aC 

C 



4fî 



cose^. Ç ; 

cos^ Qy — since. f *, 

sin« ^ 
cosfl^ y — .C*; 

cosec* 3 i — sin« £ly 
h sin« ^ 

coSâ(. 4s — sinosC j 



&incc 



J. Q 
cos« 

" 17073 
sincc 



.2 €2 y 



COSCC 
1. Q 



ces 



.e^; 



cos« 



COS£t 



I. Q ^ ' ^ 1. Q ' 1.2.3 ' 

silice 



1. Q. 3 



£ zz= COS«. s 

et ainsi de suite.^ 



sin<y 
1.2 



{^Ci 4- y^) 



ce^ 

COS^y 
1.2.3 



. 3e»y 



Sine» 
1.2.3.4 



.ff^î 



I^ DUCÀLCITL 

17. Peur trouver ces coëfEciens en termes récurrens, je £îis une première 
dérivation sur A = sin« , ce qui donne B = cosa* Ci mais , puisque je ne 
puis pas substituer pour cos« sa valeur , je fais une seconde dérivation , qui 

donne C == cose». 7 .Ç*: substituant maintenant pour since et cos^c 

1.2 

B 

leurs valeurs ^ et -7 , on aura Féquation 

ciCC= B7y — AC^, 

où il suffira de continuer les dérivations ; mais comme la loi suivant laquelle 
les difFérens termes se succèdent, ne se présente pas aussi facilement que 
dans les exemples précédens , nous ne nous arrêterons pas davantage à ce cas» 

18. On pourroit, si on le jugeoit à propos, pour s'exercer à ce genre de 
calcul , développer par le même procédé différentes autres fonctions du poly- 
nôme « H- ffx H- yx* -f- JxB + etc. ; nous n'y insisterons pas, parce que nous 
avons à proposer une manière encore plus simple d'effectuer ces développemens. 

La méthode que nous venons d'exposer donne, par exemple, avec une 
grande facilité le développement d'une puissance quelconque m du polynôme 
« + 5x + yx* + etc. + ccn^" i .msds y comme nous appliquerons à ce cas 
la méthode simplifiée , nous nous contenterons de faire voir ici la manière 
de calculer le même développement exi termes récurrens. 

On a -^ = «""; d'où Ton tire par dérivation B = rriec'^'^'Ç t:^ met'^-'^ 

ç 
et en mettant-^ à la placQ de a"" 1 B ^=Lmy4-\ partant 

oc * 

Bec =my4Ç; de là par dérivation, 

gtCee + BÇ = m£C + inA'xy^ transposant et réduisant, 

<xCec = ("» — i)BS + imAy; faisant une nouvelle dérivation, 

Q.3Da + aCff = {m — i) <xCÇ + (/» — i)5ay + <xmBy + 2mA3Sj réduisant, 

3-£>« = (m — Q)Cff + (cim — i)By + 3to^J; 

3.iEx+3D€=irn - 2)(3£>ff + Cay) + (am— i) (^Cy +^3j) + 5m(Bê + ^4g), 

4£« = (m^-3)DÇ + (2/7» — a)Cy + {3m-^i)Bi + imAe; 



etc. 



où. 
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OÙ la loi est visible , sans qu'cTn ait besoin d'aller plus loin ; et l'on aura pour F 

bPcù = (m-^)EÇ + (om-3)Z)y + (3m-Q)C(J + (4/71-1) 5g + bmA^. 

Ces formules sont les mêmes que celles que trouve Euler à l'endroit cité 
de son calcul différentiel. 

s- "• 

Simplification de la Méthode. 

19* Quoique le procédé dont nous venons de faire usage soit assez facile 
dans les premiers termes ; cependant , comme il fait calculer plusieurs fois 
des quantités composées des mêmes lettres , et qu'il exige des réductions 
relatives aux coëfHciens numériques , ce qui le rend d'autant plus embarras- 
sant qu'on s'éloigne davantage du premier terme , orv peut demander avec 
raison si ce procédé ne peut pas être simplifié au point de faire éviter toute 
réduction , et de manière qu'un terme quelconque étant donné et ordonné, 
on puisse sur le champ en faire dériver le terme suivant, déjà tout réduit 
et mis sous la forme la plus simple. C'est l'objet que nous nous proposons 
présentement. 

TnioRèME. 

220. Si l'on a une fonction quelconque de polynôme 

<P(« + ffx + yx^ + ^x3 + etc. + «„x« + etc.) 
à convertir en une série de cette forme 

^ A + Bx + Cx2 + jDx3 + etc. + ^„a:« + etc., 

et qu'on désigne le développement de (p(a + 1 ) de cette manière (n.® 10) 

D^ffla T^^ (bot ly'^CDec 

(P(« + 1) = (P«-+- D(P« + -^ + ^ + etc. + j-^^ + etc. , 
le coefficient An du terme général AnX'^ sera 

D«. (PCC D"-'.g I>^(PCC D'»-^. g^ D^(Pgg D""3.g5 

* 1.2.,. n ^^ l.Q.,.(/l- 1) 1. Q * 1. 3... (Ai-Q ) 1.Q.3' 1. Q....(/l-3) 



+ etc. + ^^*i^.D.e«-» + —Xft.Çn 

1,2... («- 1 ) 1.2.../Ï ' 

oii il faudra considérer C comme im premier terme de polynôme. 

D 



u 
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21. Démonstration. Supposons 

jf = C -^ yx + Sx^ + etc. + ««X*-* + etc. ; . . . ( i ) 

• la fonction du polynôme deviendra (p(« + 7rx),eten développant on 
aura ( n.** 2 et 3 ) 

1. 2 

D"(pa 



(P(« + Tfx) 



(Pcù + D(p»;rx + ■ ^ ^"^ ^ TT^a^^ + — ^.7r5x3+etÇ, 



• TT^x* + etc. 



j. 2...n 

Or, puisque 7f, ;r^, ;r', etc. , ;r* sont aussi des fonctions de polynôme, 
on aura ( n.® 7 ) 



j>.Ç.x 



C^ H- D.ff2.;3C 



^2 



ar' = ^5 ^^ D.ff5. oî 
etc. , et en général 
jr» = ff" -H D-g^^-x 



1. 2 
1. 2 
1. 2 



aj2 



05» 



1.2.3 

1. 2. 3 

1. 2.3 



05 



X' 



X 



etc. 



etc. 



etc. 



1. 2... r 
1. 2...r 

D^g3 

1. 2... r 



^ 



05 



X 



etc. 



etc. 



etc. 



1. 2 



m 



X^ 



T}\Ç 



m 



m 



1. 2. 3 



X^ 



etc. 



D^e 



1. 2... r 



x^ -H etc. ; 



formules , dans lesquelles Ç est le premier terme du pqlynome ( 1 ). 

Actuellement , si l'on substitue ces séries tlans le développement de (pCa-H^r^) , 
et quon ordonne par rapport à a;, on aura / 

Bx -+- Cx^ -H Dx^ -+-. Ex^ -+- etc. 

D2.g* 



A^x^ -H eic. 



ncp»- ff. a?H-D(pa.D.ff 



a;2 



1. 2 



.C^ 



T>(boC' — ^ \X^ 
^ 1.2' 

1. et. 



1.2.3 



ffS 



(2) 



"^«•7X3 

1. 2 J. 2 

m 

1.2.3.4 



.A* X 



054 -I- etc. -+-i>^« 



C 



etc. 



etc. 



1. 2.. (/î-i) 
1. 2 i.7..(n-a) 

1.2.3 1.2..(/l-3) 



^ 



etc. 



d4(P« 



.n — 



4.ff4 



ï." 4 1.3...(/»-^) 

etc. 

I. 2... n 



série dans laquelle le coefficient de 0?» est tel que nous lavons énoncé. 
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22. On peut aussi ordonner les termes qui forment le développement du 
terme général An de la manière suivante , en écrivant la formule à rebours , 
ce qui est plus commode pour effectuer les dérivations relatives à g*, 

^:^ — = — - — • C" -f- • T-^ — :. D. ff« » -H --î: — ^.* h etc. 

1.2 1.2...(/î 2) 1.2... (/î — 1) 

COROLIiAIRBlI. 

23. Il résulte du n.<> 21 , que ec est la seule lettre dans le développement qui 
soit affectée de la fonction (p ; les suivantes C, yy i^ ^tc. forment proprement 
les quantités po/ynomiales. Ces quantités ne sont affectées d'autres fonctions 
que de puissances entières , et sont toujours les mêmes pour toutes les fonctions 
possibles de polynômes. 

24. Tirons à présent du théorème précédent et de sa démonstration des 
conséquences propres à faciliter les dérivations. 

Dans le développement (2) n.** 21 , le coefficient de x^ est 

^ 1. 2 1. 2 1. 2. 3 ' 

celui du terme suivant de la série , affecté de x^ , est 

^ 1.2.3 1.2 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

et Texpression du terme général de la série fait voir que le coefficient du 
terme suivant , affecté de xî , sera 

^ 1.2.3.4 1.2 1.2.3 1.2.3 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

et ainsi de suite. 

De là 4écoule cette règle : 

Pour /aire dériver d'un terme donné d*une série celui qui le suit immédia- 
tement, 1.® on regardera comme constante la lettre u ou ses fonctions , et 
ton prendra seulement les dérivées des quantités oii entre Ç , en divisant 
chaque nouvelle dérivée par le nombre qui compte les dérivations. 



/ 
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a.® Ensuite on fera encore imrier la lettre précédente ccdeD.x:=iS, mais 
seulement dans la ijuantité qui a déjà subi le plus de dérivations; on prendra 
une nouvelle dérivée de cette quantité^ qu'on divisera pareillement par le 
nombre qui compte les dérivations. 

Ainsi B(p«. B!l£ ^ £1^ D. C. -H 5^. ff 3 .......(0 

^ 1. Q 1. Q. 1. Q. 3 ^ ' 

donnera d abord 

^ 1. Q. 3 î. Q 1. a 1. Q 3 ^ ^ 

et en &isant une nouvelle dérivation sur — -^ quantité en u , qui a subi 

le plus de dérivations , on aura — ^^ — . et Ton ajoutera le terme nouveau 

^ ' 1. 2. 3. 4 ' 

— -%—• €^ à la formule (a) , laquelle deviendra par là 
*• • • •/ 4 

^ 1.Q.3 1..2 1.2 1.Q.3 1.2.3. 4 

ce qui est précisément le coefficient du terme suivant de la série. On peut 
continuer ainsi tant qu on voudra* 

25. Passons au développement des quantités où entre C et où toutes les 
fonctions sont des puissances entières. 

Soit en général — à développer : en comparant cette expression à 

celle-ci — liPfL ^ on voit que S remplace cc^ que l'exposant r remplace le 

signe ^ de la fonction , et que y = d.Ç doit être considéré comme un 
premier terme de polynôme; on aura donC) par le théorème du n.^ no, ce 
premier développement j 

dÇ'". ' ^ ^— 



1.2.../1 J.2,..(/I — l) 1.2 1.2...(/i — 2) 1.2 3 1, 2...(/»— 3) 

4- etc. -4- - — ^-^-r ^•D.v'*"! H ^ •V». 

1.2...(«- — l) ' 1. 2.../t ' 

En particulier , on a 

1. 2. 3 l. 2 1. 3 ^ 1. 2. 3 ^ ^ 



et 



et la dérivée est 

i.Q.3.4 1.2.3 i.Q 1. Q 1.Q.3 ^ 1. a. 3.4 ^ 

d'où Ton conclud que la règle que nous avons donnée dans le numéro précé- 
dent s'applique encore aux dérivations des quantités où entre C II en est 
de même de celles où y entre , qu'on développera de la même manière , pour 

avoir un second développement de , dans lequel entrera la lettre i ; 

laquelle lettre sera considérée à son tour comme un premier terme de poly- 
nôme » conformément au n.* 21 ; et ainsi de suite. r 

Nous nommons en général premier dévelc^pément celui dans lequel entre 
une lettre de plus que dans rexpression proposée / cetté^ lettre étant mêlée 
avec les signes o ; développeçient second , celui' dànâ lequel entrent deux 
lettres de plus ; développement troisième , celui qui renferme trois lettres de 
plus; etc. 

a6. Le développement des quantités '- ^ ' . / > ^^^' ^ s'arrête natu- 

1*Q«.*/X 1«2«..» 

rellement après qu'il est parvenu au terme dont le second facteur n est plus 
affecté du signe dérivatif d. Ainsi le développement de \ a pour dernier 

»'?^ % 1 • j d4. v^ - . ^ T>4y^ . 

terme y. y^ • celui de ^-*r- a pour dernier terme ^ — d4. Le 

1. Q. 3 '^ ' i.Q. 3. 4 *^ 1.2.3.4 

second facteur du dernier terme est , dans ce cas j une puissance d'une seule 

lettre , dont l'exposant compte le nombre des dérivations qu'on a faites sur la 

puissance ou la fonction de la lettre précédente , et ce dernier terme est le 

seul qui puisse . donner un terme nouveau dans la dérivée. 

Mais il y a des cas où le développement s'arrête plus tAt; c'est ce qui 

arrive toujours quand l'indice ou exposaiit n du signe dérivatif est plus grand* 

■ 07.- f 5 

que l'exposant r de la lettre sous le signe , conui^e dans — - — ; alors le déve- 

I 1 • • • 7 

loppement s'arrête après le terme dans le premier facteur duquel l'exposant 
de la lettre sous le signe d non ponctué est égal à l'indice de ce signe ; ear 



il est visible que les quantités de cette forme , — sont égales 

* * ■1.9...7IS1.Q... 1» ^ 

jjm -#- 1 g» jym -h 2 Cm 

à l'unité • et leurs dérivées > comme -— — : — > -■ "; , —7- : , etc. • 



N 



«0 



1.3... 3 



1.8~6 
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Tableau (I), 



DéveL'i.", eny. Développem.* a.*', en J! Développement 3.*, en «. 



dT*' 



d4. 



1.3.3.4 



Dff4< 



d3. J 
1 2.3 



dC* 



1.2 



D=»?4 d5. y» 
1. 2 1.Q.3 



02^4 1 ' 1.^ 



1. 2 



D2y2 

1. a 



D.J'J 



D2C4 
1.12 



D y^. D. « 



2«v^2 



d3 g*4 D2.«y3 
1.Q.3' 1.3 



D4ff4 



D.y4 



1)3£4 
1.Q.3 



D y\ D, j 

1)2 rJ5 



l.Q 



J^ 



D4e4 



5 — • D.y^ H- 5 — 

1.2.3.4 ' \ 1.2.3.4 



Dy4. J 



d3Ç4 
1,2.3 



I>4C4 

I 

1.2.3.4 



D^y 
1. 2 



Dy5«« 



- D i^. 



8 



tLTL. J2 



1. 2 



Dv4.(î 



Tableau (II) , 



Dével/i.«% en y. Développem/ 2.*, en Jl Développement 3.*, en g. 



dC'^' 



i>5 y 

1. 2. . 5 



D ff». 

1. 2... 4 



Df4. 



1. 2. 3 



Dy2 



£3J 

• 1.2.3 



Dy». 



D2f 4 D^.ya 
1. 2 * 1.2.3.4 



1. 2 



1.2 



-+ 



D3ya D». ^2 
1.2 1.2 






d3C4 pS.yS 

1.2.3 1. 3.3 



d3£4 
1.2.3 



P4g4 D2.y/, 
1.2.3.4 1' 2 



D4g'4 

1.2.3.4 




D •y'. D. s 
D5ff4 ) D»y5 



1.2.3 



D*ff4 

1.2.3.4 



1. 2 
D^yS 

1.2.3 



Dy^. a 
D2v4 



1. 2 



dI 



B 



•i^ 



Développement de 
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d5. ^4 



tr 



1. Q.- i 



I Développement 4.*, en ^. Développement 5.*, en if. 



D ff4. D. ^ 



/ 



Développa réduit. 



• • • • 



i^-i^ii— • 



4ff'. 



D>e4 



1.9 



, D'y ' 
1. 3 



• dJ"^., 



1. a ' 



D2y3 



1. 2 



dJ^. 



• • • • 



6C 



ay.^ 



-haj. 



d5£4 
1.2.3' 



Dy5. 



D2y5 
^-J^ 



d4C4 
l.Q.3.4 



1. Q 



Dy4.^ 



Développement de 



D3g4 
1.2.3 



Dy'.f 



^'li. J: 



1. 2 



D4ff4 

1.3.3.4 

D«.e4 

- 

1. 2..« 6 



Dv4. ^ 



* • • • 



• • • • 



iS 



3v». 



y •» 



3y. S' 
4y3j 



Développement 4.», en ^. 1 Développement 5.", en jf. I ( * ) Développ.' réduit. 



Dfc*. — 

1.2 



Dy'.D.^ 

1. a 1 . D'y' 

1.3*1 . J>'^' 






Dff4. D.if 

Dya.jf 

, 1. 2 1 D- V' 1 



£ 



• • • • 



4e'.d 



2y.?r 



6ffn-f. 2<î.^ 



8' 



Dy3.^ 

d3 ff4 j D* y5 
1.9.3 J 1.3 

D'y 3 



j>^e^ 



J3 



6 



1.2.-4 M 



1.2.3 

Dy4. g 



1.3 



d3C4 



l. 3. 3 



D4ff4 



Dy5.^ 



1. 3 



. D^a. 



8 



1)3 y 3 

1.9.3 
Dy4. g 



.(Tî 



1.2... 4 jH ^- -*2 

1.2 



BV.^: 



• • • • 



• • • • 



3y'.^ 
4ff<-+-3y.2j.« 



IÎ5 



4y5. g 



(*) On « omît le dérdoppemeni sixième, qui ne diffère du cinquième que dani le premier terme. 
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528. Il est essentiel de s arrêter aux développemens réduits , placés dans les 
dernières colonnes , et dans lesquels , les dérivations ayant été effectuées , les 
signes d ne se trouvent plus nulle part. 

On conclura d abord de Finsp^ction des colonnes précédentes et des obser*' 
yations que Ton a déjà Élites , que c< pour déduire le développement réduit 
» de la dérivée (II) de celui de (I), on n'a jamais de dérivations à faire que 
» sur les dernières lettres de tous les termes de (I) et sur les avant- dernières 
» de quelques-uns de ces termes , et qu*on ne touche pas aux autres lettres. » 

Ainsi , en ne faisant varier que les dernières lettres , l'expression suivante 

laquelle est le développement réduit de (I) , donne pour la dérivée les termes 
suivans 

Les seuls termes de l'expression précédente dans lesquels il faille de plus 
varier les avant-dernières lettres , sont 

. ils donnent , par cette autre dérivation , les termes 



lesquels , étant ajoutés à ceux que nous venons d'obtenir , forment la dérivée 

4^5.0 -♦- eC'iay.n -+- qJ^ H- 6^) -H iC(3y^.i -h 3y.Q(îk -H J5) H- i'^.e 4- 6y^iï^ , 
ce qui est, comme l'on voit, le développement réduit de (II> 

Les dérivations que Ton fait sur les dernières lettres de chaque terme , 
remplissent l'objet de la première partie de la règle n.^' 24 ; celles que Ton 
fait sur les avant - dernières , et qui donnent des termes nouveaux dans la 
dérivée , satisfont à la seconde partie de la même règle. 

Il est toujours facile de reconnoitre dans les développemens réduits les termes 
sur lesquels il faut faire deux dérivations , et qui donnent des termes nouveaux 
dans la dérivée. 

ce Le caractère auquel on reconnolt ces termes , consiste en ce que , les lettres 
» étant disposées suivant leur ordre naturel, la dernière lettre du terme, ou sa 
» puissance , est précédée de la lettre immédiatement précédente dans l'ordre 
» des lettres , ou d'une puissance ou d'une fonction de cette même lettre. » 
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Ce caractère est exclusif, et il n y a que les termes qui le portent qui soient 
rasceptibles de deux dérivations. 

En effet , supposons qu'on soit parvenu au développement en a , et qu^on 

ait le terme ... X -V, où le dernier facteur a* n'est pas affecté du 

1. 2... /7t ^ * 

signe D ( n.^ 26 ) I et où % a suUJe plus de dérivations , car il n'y a que ce 
terme qui puisse donner un t«me nouveau dans la dérivée (n.^ 24 ) ; il 
résulte des n.^ 21 et 26 que dans ce cas lexposant 5 de a doit être égal à 
l'indice m de d* ; le terme dont il s agit ^ aura donc nécessairement cette forme 

A". Actuellement , on ne pelit faire à l'égard de r que ces 



• • • ^\ ~2~ 



trois suppositions : ou r est >► 7» , ou r = m , ou r <^ 7». 

1.^ Si r >► m*; soit r = to H- n, le terme .... X -A' devient 

... X • A" > et a cause de 

1.Q...77» 
l.(2...l7i J. 3 ... m 1. 2 ... 72 ' 

on a . . . X — -A"* = ...X ^ — ^^-^-J^ — -!— ^ i — ^— ^ k^A*, 

1. 2.. .7/1 1. 2 • . • 7t 

OÙ l'on voit A"* précédée de x* , k étant la lettre qui , dans l'ordre naturel , 
précède A immédiatement. Aussi dans ce cas le terme est- il susceptible de 
deux dérivations , puisqu'il a les conditions exigées par la seconde partie de 
la règle n.* a^jet par le n.* 26. 

a.<* Si r =^; alors ^ — devient = — ^ — = 1 ; donc le terme 



j^m^ 



...X •A" devient... X A*, où h disparolt entièrement; donc la 

lettre a ne sauroit être précédée de %. Aussi le terme ne saur oit- il donner 
aucun terme nouveau dans la dérivée parce qu'il est dans le cas désigné à la 
fin du n.^ 26. 

3.® Si r -< 77^ , le terme même disparolt et ne sauroit se trouver dans aucun 

—.m 81 

développement , parce que étant ;= 1 , toutes les dérivées ultérieure* 

' — — T — r sont zéro* 
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ag. Les dérivations dans ce §• II sont , comme on voit , toujours accom- 
pagnées des divisions par les produits convenables des nombres i , 2, 3, 4^ 
etc. Ces dérivations, les divisions y comprises, sefifectuent de la manière la 
plus aisée et sans que les coëfficiens numériques causent aucun embarras : 
nous en nommerons les résultats des dérivées divisées. 

Si c'est sur une dernière lettre qu'il fai^|£iire une dérivation , cette lettre 
est ou simple ou élevée à une puissancot ^ott généraleinent te*" la puissance 
de la dernière lettre ; on a pour la dérivée divisée D.fc"» =dk*.â=»ik"^'.A; 
et si 771 = 1 , on a s.k = A* Ainsi , 

!.• ce Pour prendre la dérivée divisée dune lettre simple, on na qu'à écrire 
» la lettre suivante; » ce qui résulte d'ailleurs de la remarque faite n.* 27. 

a.* ce Pour prendre la dérivée divisée d'une puissance , on multipliera par 
» l'exposant de la puissance , lequel deviendra un coëfEcient numérique ; on 
» changera une seule lettre dans la suivante, ce qui diminuera l'exposant 
» d'une unité. » 

Si c'est sur une a vaut - dernière lettre qu'il faut £ure une dérivation, cette 
lettre est ou élevée à une puissance , ou sous le signe de fonction. 

Soit le terme ... X A k"*. A'' , où A est un coëfEcient numérique ; la dérivée par 

rapport à k est ... A ' * x^, où l'on a divisé par /^-f- 1 (n.®24), parce que 
l'exposant p de \ compte le nombre des dérivations que x" avoit déjà subies : 
or , d.h" = dk*.â = mic^-» A ; donc la dérivée sera ... X — ;— «•-'A'^*. Donc, 

3.* ce Pour prendre la dérivée divisée d'une avant-demièrejjiwre h élevée à 
» une puissance, on multipliera par Texposant de cette puissaiÉli , on diminuera 
» ensuite ce même exposant d'une unité, de laquelle on augmentera l'exposant 
» de la lettre suivante , et on divisera par ce dernier exposant ainsi augmenté. » 

Si l'avant-dernière lettre est affectée du signe de fonction , le terme sera de 

cette forme — ^' ô\ et la dérivée divisée sera ^ — jS" "^ ' ; ainsi • 

4*^ €c On fera une dérivation sur la fonction comme si d« étoit = 1 , on 
*> augmentera l'exposant dq la lettre suivante /3 d'une unité, et on divisera par 
» cet exposant augmenté. 

» En général , toutes les fois qu'il se forme une nouvelle puissance plus élevée 
» d'un degré , on divise par l'exposant de cette nouvelle puissance ; et toutes 
» les fois qu'une puissance s'abaisse d'un degré , on midtiplie par l'exposant 
» non diminué» » D après 



l.Q... 7 



1.2... 8 
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D après cela, les dérivées suivantes de — ^^— ^ se déduisent Êicilement du 

1. a.... D 

développement réduit de cette quantité (n,® 27), et l'on a sur le champ 

4y3.g> ^. Gy^.Qja 4- ^ilM^- 

^^ = 433.^ ^ 6/3^ (2y./ ^ Q.U -t- 25Jf -+- ^^) -h 4/3 {3y2.« -+- 3y{alfi -H 2g^ 

3(^.^^- 3 Jg« }-f- 4y3.,; -f. 6y« (Q jSf ^- g«) -4- 4y3(^g ^ (^4. 

On peut remarquer que toutes les fois qu'on arrive à un terme susceptible des 
deux dérivations , on les fait de suite et avant que de passer au terme suivant. 

3o. En rassemblant les observations que nous venons de faire , on parvient 
à cette règle très-simple , pour former les dérivées divisées et développées : 

R È G li E. 

Pour faire les dérivations qui servent à déduire le développement de 

'• — V-Î-- — r de celui de — — — : après avoir disposé les lettres suivant leur 

i.2.-n.(n+i) 1. Q... « ^ '^ 

ordre de succession , 

1 •^ On ne fera 'varier, dans chaque terme , que la dernière lettre ou sa 
puissance , en suivant les règles des différentiations, et en mettant simplement 
/3 pour jy.ecj y pour D./3, S pour D.y, etc., sans autre coefficient que Vunitém 

2.^ On fera de plus ^varier V avant - dernière lettre, sa puissance ou sa 
fonction^ si elle se trouve être la lettre qui^ dans l'ordre alphaJ}étique , 
précède immédiatement la dernière du terme; et comme la puissance de 
la^ dernière lettre augmente alors d'une unité ^ on divisera par l'eooposant 
ainsi augmenté. 

Cette règle est d'une pratique extrêmement aisée : elle ne fait jamais calculer 
qu'une seule fois les produits composés des mêmes lettres ; elle dofine les 
coëfHciens numériques sans la moindre peine : de sorte qu'avec son aide on 
déduit les uns des autres les termes de la série déjà tout réduits ^ et avec tant 
de Êicilité qu'il n'en coûte que la peine de les écrire. 

3i. On peut appliquer cette règle aux exemples déjà calculés yU.'^ia, 14» 16; 
mais donnons- en encore d'autres , a£n de mieux montrer la marche facile 
et rapide du calcul. 



Exemple I. 

Développer la puissance quelconque m d'un polynôme quelconque, 
(« -4- ^ -4- yoc^ H- ^^ 4- s-^ H- ^^^ ^ fi^^ -+- etc.)*» , 
en une série de cette forme 

A -{- Bx '\- Cx^ -f- Dx^ -+- Ex^ -t- -Fa?5 •+- Gx^ -+- etc. 



Nous avons >^ == a» ; de là on déduit successivement B^ C^ D déjà tout 
réduits , ainsi qu'il suit : 

B = mar-^'fi, 

C = m««-'.y H «""—2^/3^, 

•la A 

.^ ,. 77Î.771— 1 ^ 771.771—1. 777 — Q » #*t 

jD = me^-Kà H «"-2. 2/3y H 5 «•-^05, 

1.2 ^ 1. Q. 3 

771. 771— 1 ^ ^ n -.%. 771.77^-1.771— (1 ^ 5 « r* - 



i.a " ^ "^^ -^ f / - 1.2.3 

77t 77*— 1 .771 — Q . 77^ — 3 



1. 2. 3. 4 
771.771 — 1 ^ , -* ^ 771.771— 1.771- Q 



1.2 1. 2. J 

771.771—1.771—2.771—3 , ^^ 771.771—1.771 — 2.771 — 3.771-4 _ t o «» 

1. 2. 3. 4 ^'^ # ^ 2^ 3^ ^. 5 

1.2 1 • 2. J 

771... 771— 3 . y ^a* ^^^ .\ 771*..771— 4 «, 



33 «yj 4- y3)-H ff^ «—4. (4^'^ -f- 6^V) -*" ^P^'«— ^S^^y 

1. 2* «7. 4 1.... ^ 

H- r-«— «.^«, 

1. • . • o 

etc. On peut continuer avec la même facilité autant qu on voudra. 

Si le procédé pouvoit encore avoir, besoin d'explication après ce qui en a 
été dit précédemment, nous en donnerions l'indication suivante. 

Qu'on soit parvenu à D , par exemple , et qu'on veuille en déduire E : le 
premier terme 777^"— »J donne , en changeant la dernière lettre J en 5 , moc^— ».g ; 
et comme J n'est pas précédé de y dans ce terme de D , mais bien de ec , je 

• 

passe au terme suivant * ' ' " «•■"••QiSy. J'y change d'abord la dernière lettre 
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*7 



y en i; j'ai 



„ , 771. 77t — 1 



1. a 



a*»— «. 2/3(î, et, comme dans le terme, y est précédé 



de /3 , qui est la lettre qui précède y immédiatement dans Tordre alphabétique , 
il faut aussi changer jS en y, et jai de plus — ' — .11-^»'"""* y* , en divisant 
par Q , parce qu'il se forme une nouvelle puissance y^. Le troisième terme 
— ^— t; — «'"""^iS^, contenant deux lettres voisines, donne aussi deux 

1. Q. 3 ' 

termes pour la dérivée, savoir — '- '- — - — «'"—^.3/3* y en faisant varier /3 > 

771. 771— 1.77Ï — Q.7W— 3 ^. ^ , •♦».■■ • j 

et = a*" "" 4 j34 en faisant vaner ce* La réunion des quantités 

1. Q. 3. 4 '^ ^ 

que nous venons de former, compose la vcQeur de E. 

Exemple IL 
32. Développer 

cos(« -H iS^ -f- y^* 4- J^ -f- fi^ -H i^^ -+- i;^^ 4- etc.) 
en une série de la forme 

A -h Bx ^ Cx^ -h- Dx^ -+- Ex^ -+- etc. 



On 2iA:=, cosecj delà, B = — sin«.j3; continuant les dérivations, on a 
sur le champ , et sans être obligé de faire aucune réduction , ce qui suit : 
A = cos«. 



B 
C 



sin«. /3 1 
sina* y "- 

sin^-d - 
sin^.5 — 



sinoù'fi 



1. Q 

cos^ 

1.2 
C0S« 



•i8% 
•2/3y 



1. Q 

cos^ 



-•(23J 



COSec 



1. 2 



sma ^a 



CO^CÙ 

- I 

1. 2. 3.4 



/2S 



(a/3s -f- 2y<J) 



1.2.3 



(3/2«,î -H 3/3y« ) 



(2/3^ -+- ayfi -h <î«) 



COSflC 

I. 2.3.4 



4i83y 



sin^ 



/3^ 



1.Q.3 



1.2... 3 

•(3/3^fi 4- 3/32yJ-t- y^) 



COSa 

1... 4 



(id^S + 6/3«y^) 



81U« r«4 C<>^« n6 



I... 3 



5/34y 



1... 6 



/3S 



etc. 9 et ainsi de suite. 



a8 
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33. Mais sans nous arrêter plus long- temps à des cas particuliers , nous 
allons donner onze termes du développement du cas général où la fonction 
du polynôme est quelconque , connue ou inconnue. 

Soit donc la fonction exprimée généralement par 



(p(a H- /3^ H- y^^ H- ioc^ 



6 



X^ 



^^ 



fiX 



etc.) : 



le premier terme du développement est (p« ; en suivant la règle du numéro 
30| on écrit sur le champ les termes suivans, chacun se déduisant de celui 
qui le précède ; voici le développement : 



(P« «4- D(p«. /3.x H- D(p«. y 



1. 2 



/3 



x^ 



+ 






T^Cpo^fl 



^•{c^/B^-HQyH-cT-^} 



X 



1.2.3* { -+. y5 



•H-f^. {4/33 J-h 6/3 V) 






.3/ 



QjSy 



1.2.3 '^ 



o;^ 



__.3/3^y 



1.2.3.4 



/34 



o:^ 






1. Q 
.3 



{2j3g -I- 2yJ} 



^•{3/3^J-h3^»} 



1.2.3.4 



ili^y 



1.2... 5 



D(pâ^d 



5^- {2^1, ^27^^ 2(^6} 



1. 2 



lr7 + DCpflM 



1 



©3 (P«, ( 3/3=^-1- 3/3 (2ys H- J^); 



1.2.3 ( 



1.... 4 



3yaJ 
6/3*ay^ 

4/3y3 



I 



^•{5/34^^ io/35y»} 



1.».. 6 



. 6/35y 



1.2 



ly^Cpec ^3i3^-4-3i3(2y^-4-2(îk) 
j.2.3 ( -+-3y2g + 3yj2 



1... 4'( -+- 4i33y2(f+.y4 

10^2y5 



1.... 5 ( 



8 



\ 






1... 6 



{635J ^ I5j84y2} 



1,.. 7 "^^ 



.8 



1 .».% o 



^ 



8 
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r'D<p«' K 



i>3(p« (3/3*d+3/3(ayi,+îJ<^+s=')| 

■"1.2.3 ( +3y«^+3yaJ'g + <J3 J 

d4^ J4i3'« + 6/3=» (ay^ + 2«fg)j 
l" i». 4' ( + 4/3(3 v=»« + 3y<î--«;+4y3<r) 

, dS^* (5^4^ + ioi33(2y8 + (^) 
'■ 1-.. 5* f + io/3a3y^J + 5/3y'^ 

l-^-{6/35s+i5/3*ay^+ ao/3V} 
f^^-{7^6(î+ai/3V} 

1 •••• 7 



.«9 + D(p«. A 



«»• 



+ £!$«. (a/3« + ay, + fiU + istf + i'} 

1. Q 

d3<P« ( 3/3»« + 3i3(ayd + ail, + a*^) ) 

■'' l.a.3'î + 3y^i, + 3y(2j^ + s^) + 3 J^^j 

p4(p« (4/35^ + 6i3» (ayi, + aj^ + 6») i 

"*■ 1....4 (+4/3(3yî^+3y2«Î8+<îî)+4y^e+6y2(^î 



A-8^7y 



D9(pag 



/3> 



1.... 6 ( 
d7(P<ic 



5/34, + io/33(ayg* + aJe) 

+ 10/3^ (Sy^e + 3y<^) + 5/34y3<f+ yS 

J6/35^ + 15/34 (ayg + ^) + ao^33ysJ| 

+ l5/3»y4 5 



+ T-^*{7/3«8 + 9l/35ay<î + 35/34y3) 

+ ^.{8/37<J + a8/36y»} 

+ ,0*9/387 

1.... y 

+ — ^-/S^^ 



1.... 10 



etc. On peut continuer ainsi sans peine autant qu'on voudra. 

34. On pourroit développer de la même manière les fonctions suivantes , 
tang(« -H Cx H- yx^ ^- etc. )> cotang(tv -h Cx -h- yx^-f-etc), 
arc.sin(c» -H Sx H- y.r^ H- etc. ) , , arc.cos(« -f- Cx -+- yx^ 4- etc.), 
log.sin{cc-+'€x + yx^ H- etc.), log.cos(tv -H Cv -+- yx^ -t- etc.), 
et toutes sortes d'autres fonctions. Mais comme les quantités polynomiales 

demeurent toujours les mêmes , et que les seules d cp « , — ^ , — ^ > etc. 

changent avec la nature de la fonction ; que d'ailleurs ces dernières quantités 
se trouvent toujours par les règles du calcul différentiel , puisqu'elles ne 

lont autre chose que -r^ , ——1 — tï rToTTi ^^0.. d<s étant constante; 

H 
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il suffira de substituer les valeurs de ces quantités dans le développement du 
numéro précédent, pour avoir celui de chaque fonction particulière. 

On remarque , sans que | en avertisse , que si le polynôme n'eat composé 
que d'un nombre limité de termes , comme si Ton a (p (» -4- Cx -4- yx^) , il 
sufEt de traiter comme constant le coefficient y du dernier terme de ce 
polynôme ; de cette manière on ne calcule rien de superflu , et on a sur le 
champ le résultat tout réduit. 

35. Si ce n*est pas les dérivées divisées qu on demande à déduire les unes 
des autres, mais bien les dérivées simples d. cp^v, d^. (p«, d^. (p^, etc., 
dégagées des divisions par les produits convenables de i , 2 , 3 , 4 1 ^tc. ; 
voici comment on s'y prendra. 

Soiû en général d*. cp» développée eu réduite; pour en déduire l}^'^^.(pce, 
on multiplie chaque terme de la dérivée proposée par w -+- i ^ indice de la • 
nouvelle dérivée , et l'on exécute les dérivations par la règle du n.^ 3or 

'Ainsi Ton trouve 

D^.cp» = 2D(pa.y -H D2(pa. 5*2^ 

d3.(P« = 2.3D(pa. (J -h 3d2(P«. Qffy H- D?(paf.fi'5^ 

D4.(pa = Q.3.4D(p«. g -t- 3. 4 D^cp^. (Qff ^ -t- y^) H- \iy^<pcc*iÇ^ H- T>^(poù^Ç^ ^ 
et ainsi de suite« 

' ê 

% 

La règle précédente découle immédiatement de celle du n.** 3o. En effet , 
il est facile de yoir qu'elle mène au même résultat que Ton obtiendroit en> 

calculant • c* ju \ P^^ ^^ règle du n.** 3o , et en multipliant ensuite chaque 

terme par le produit i. 2,. 3,,. /i(»+i), alla d'avoir •!>»+«, (p^, 

36, Jusqu'à présent nous avons déduit chaque dérivée de celle qui la pré-* 
cède immédiatement , mais pgus pouvons aussi faire l'inverse , et déduire en, 
rétrogradant xme dérivée quelconque de celle qui la suit immédiatement 
et qui est d'un ordre plus élevé dune unité , c'est-à-dire , déduire le coefficient 
de a?*» -^ ' daps la série , de celui de ^*t On pwt nommer cette opération 
une dérivation inverse^ et la désigner par p-^» ou par s, e^ faisant» ;=?: o*^» , 
(a est une petite capitale de caractère romain) ; cette opération répond à 
l'intégration comme la dérivatipn directe répond à I4 différentiationt 
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Pour déduire une dérivée divisée de la dérivée divisée de Tordre immé- 
diatement supérieur , on observera la règle suivante : 

R È G li E. 

Soie donnée — -*— déçeloppée et réduite : pour remonter de cette dérivée 

à celle qui la précède d'un rans^ savoir à / ^ . , 

' ° i.Q...(/i-i) , 

1.° Rejetez tous les termes où les dernières lettres sont élevées à des 
puissances plus hautes que la première ; 

2.*^ Dans chaque terme terminé par une lettre simple, cKangez cette 
dernière lettre du terrhe en celle qui la précède dans l'ordre alphabétique', 
et toutes les fois qu'il se forme une nouvelle puissance , divisez par sort 
exposant. 

Ainsi , soit donné , par exemple , 

ll***A X • • » • yj X » • • m \J 

on trouve par la règle précédente, pour la dérivée inverse *^ , 

Jl • •• • %j 

Jl»V( X» à • ^ X • » • • t^ 

Cette règle est l'inverse de celle du n.^ 3o , et il est aisé d'en sentir la 
raison , sans qu'il soit nécessaire d'y insister ; il suffit d'observer que les termes 
qu'on rejette sont ceux qui , dans les dérivées directes , proviennent des 
dérivations faites sur les avant- dernières lettres. 

On peut calculer par cette règle , dans uù^ ordre inverse , les termes du* 
développement du n,^ 33, ce qui sert à la pratiquer et me dispense de 
l'appliquer à d'autres exemples. 

37. S'il s'agit de faire des dérivations inverses pour former des dérivées 
fimples I c'est-à-dire non divisées , on observera la règle suivante : 
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Soiù donnée D^.ipa développée et réduite; pour remonter de cette dérivée 
à celle de V ordre immédiatement inférieur , d*— '.(p», divisez toute l'exprès-- 
sion par n, indice de là dérivée proposée, et suivez au reste la règle du n,^ 36. 

Ainsi de 
d4.(P« = Q4D(p«.g -H iQD2(pa.(QffJ -H y2) ^- \i}^q^a.3Ç^y -H D4(p(«.ff4, 
on déduit par cette règle 

Cette règle est un corollaire des n.^ 35 et 36. 

38. Voici une autre manière de parvenir à la règle du n.* 3o , qui est à 
quelques égards plus simple et même plus directe que celle que nous avons 
employée. Elle ne suppose que ce qui a été dit n.^«i , 52 , 3 et la règle du 
développement des puissances des binômes , et mériteroit peut-être la préfé- 
rence dans une exposition abrégée de la méthode. 

Dans (p{cc H- Çoc H- yx^ -f- ^a? -H etc.) 

on peut considérer le polynôme « -H ffo; -H yx^ -\~ etc. comme engendré 
de la manière suivante : soit d abord ec seule et soit Çx son accroissement, 
on aura oc + Sx ; soit actuellement yx l'accroissement de Ç, on aura 
u -H Ç^ -H y ^^ ; soit encore Jlr l'accroissement de y, le polynôme deviendra 
a -t- S^ -H y^^ -H i^^y et ainsi de suite. 

Or, si on a voit d'abord (p(« +- S^) ^ Sx étant l'accroissement de et y le 



développement seroit, n.^^ a et 3 , 

(p{et 4- Sx) 



(bec H- TXbecSx -I- £!S?. ^2^:2 ^-. ^^ -g^^S -4- ^ ^^ >g4a?4 ^^ etc. 

^ ^ 1. Q J. Q. 3 1.2. 3.4 

Que g croisse maintenant de yx , on aura d'une part 

(p{ec -H gx -H yx^), 
et de l'autre, en mettant g-f- yx au lieu de g dans g, g^, g5, etc. consi- 
dérées comme des fonctions de g + yx , et ordonnant par rapport à x , 

(pec -+- l>(^ gx -H D(pa.yx. x 

10 tri » iAiA# 



1. 9 1. Q ' 1. a 1. a 



,— rH-fi^^^^ •+■ —t'^^^lS^-yx.s? -H etc. 
i.a.j 1.Q.3 ' 



--^•g4x4 + etc- 

1.2.J.4 

Si 
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Si on met, de plus, y + ^x au lieu de y, ensuite ^ ^ gx au lieu de if 
etc. ; on aura ^^ d une part , 

(p(« -I- ff^ -H yx^ -I- ix? -4- «054 ^-. etc. ) , 
et de l'autre , 
(p« + Dcpo^ C^ -f* v(pcù*yx.x 4- jy^cc- Sx.x^ H- D^cf«60?.x^ -j- etc. 

1. Q 1. a ' 1. Q 

1.2.3 1. 2 1.2^ 

— ^' Dg^^ yx.x^ 

1. Q. J ' 



i>^(pcc . 



ff4x4 



1.Q..4 

Maintenant , après avoir calculé quelques termes de plus , qu'on .fasse 
abstraction des x et qu'on suppose simplement l'accroissement de ce = C^ 
celui de ff = y , etc. , ou bien ly.oe = ff, n.ff = y , n.y = J, etc. , et qu'on 
examine de quelle manière le coefficient d'un terme quelconque dérire du 
précédent , on parviendra sans peine à la règle du n.^ 3o. 

Si de plus on observe que y = d.Ç; i = D.y = — '— , nÇ^.y =:: off^.D.ff 

1.Q.3 1. 2 ' 1. Q 1. 2^ '^ 1. 3 » 

bC^. y = n.^3 1 et ainsi de suite ; on aura les premiers termes de la série (q) 
du n.^ 21 ; d'où Ton conclura, quoique par une sorte d'induction, le théo- 
rème du n.^ 20. 

3g. Introduisons ici pour les dérivées divisées ime notation plus simple , 

dont nous ferons souvent usage par la suite. Puisque dans *-^ — , — ' — , 

le dénominateur se forme d'après l'indice ou exposant m du signe dérivatif d, 
ce dénominateur n'étant autre chose que le produit des nombres naturels i , 
2,3, etc. m , dont le dernier est cet indice même ; nous proposons de mettre 

P« au lieu de 5 , le ^ au-dessous du d indiquant un coefficient déno- 

minateur, déterminé par l'indice m. Ainsi on écrira indistinctement p^cp^» ou 

—^^1 IrOcù ou — ^; p^.ff' ou , i^\Q' ou 5, p^.C^ ou 5— , etc. 

i.^^ts'r^ ^ 5j 3> ir a. « ' c i.ci.3' ^ i.a.3.4' 

I 
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Soiù donnée D^.cp» développée et réduite \ pour remonter de cette dérivée 
à celle de Tordre immédiatement inférieur , D"— '.(p», divisez toute V exprès^ 
sionpar n, indice de là dérivée proposée , et suivez au reste la règle du n.^ 36. 

Ainsi de 
on déduit par cette règle 

Cette règle est un corollaire des n.*^ 35 et 36. 

38. Voici une autre manière de parvenir à la règle du n.* 3o , qui est à 

m 

quelques égards plus simple et même plus directe que celle que nous avons 
employée. Elle ne suppose que ce qui a été dit n.^«i , 52 , 3 et la règle du 
développement des puissances des binômes, et mériteroit peut-être la préfé- 
rence dans une exposition abrégée de la méthode. 

Dans (p{oc H- Çx -f- yx^ -f- ix^ -H etc.) 

on peut considérer le polynôme 0$ -H Sx -4- yx^ H- etc. comme engendré 
de la manière suivante : soit d'abord « seule et soit Çx son accroissement , 
on aura oc -t- Sx ; soit actuellement yx laccroissement de Ç, on aura 
ec -H ?a? -H yx^\ soit encore J.r laccroissement de y, le polynôme deviendra 
« -4- Çx H- yx*^ -H Ja;3, et ainsi de suite. 

Or, si on avoit d'abord ^(« H- Çx) , Çx étant l'accroissement de e^i le 
développement seroit, n.^ a et 3 , 

<p{où H- Çx) = 



<P« H- D(p«.ffx -+- ^^-Ç^x^ ^ ^.e3x3 ^ £%.e4x4 -f. etc. 

^ ^ 1. Q J. Q. 3 1.2. 3.4 

Que C croisse maintenant de yx , on aura d'une part 

(p{cc -H Çx -H yx^)y 
et de l'autre, en mettant ? h- y a: au lieu de Ç dans ff, Ç^^ Ç3^ etc. consi- 
dérées comme des fonctions de f -H yx , et ordonnant par rapport à x , 
(pu •+- DCp». 6x ^- D^«.yx. X 

^ ili2. f aa;2 H s:?. Dffa.yx. x^ H 2^ ^. y2x>.xa. 

lO tri » iniAr 



1. a 1. Q ' 1. 2 1. a 



rr\'S^x^ H ^^•De5.yx.x3 -H etc. 

i.a.j 1.2.3 ' 



— ^-^4x4 + etc. 
1. 2,3.4 

Si 
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Si on met, de plus, y -h ioo au, lieu de y, ensuite ^ + s^ au lieu de Sf 
etc. ; on aura ,, d'une part , 

(p(« -I- ff^ -H yx^ -+• Ja;5 -|- sx^ •+- etc. ) , 
et de 1 autre , 
(PflP H- ixpflp. Clr -f- v(f)ûù*yx.x H- ly^ec' Sx.x^ 4- D(p«.8X.j?^ -j- etc. 

1. Q 1. a ' 1. Q 

^^<P« «!? « . n2,D« D^ffa 

i.a.3 1. 3 1.2 ' 

, n^(P« joT T 

1. Q. 3 ^ 



p^(P« , 



^4x4 



1.Q..4 

Maintenant , après avoir calculé quelques termes de plus , qu'on .fasse 
abstraction des x et qu'on suppose simplement Taccroissement de ce = 5, 
celui de ff = y , etc. , ou bien jy.oc = Ç, n.ff = y, D.y = J, etc., et qu'on 
examine de quelle manière le coefficient d'un terme quelconque dérîre du 
précédent , on parviendra sans peine à la règle du n.^ 3o. 

Si de plus on observe que y = d.Ç; J = D.y == — ^ , nÇ^.y =: ©ffa.D.ç 

1.Q.3 1. 2 ' 1. Q 1. 2^ '^ 1. Q » 

bÇ^. y = D.Ç^ , et ainsi de suite ; on aura les premiers termes de la série (q) 
du n.^ 21 ; d'où Ton conclura, quoique par une sorte d'induction, le théo- 
rème du n.^ 20. 

3g. Introduisons ici pour les dérivées divisées une notation plus simple, 

dont nous ferons souvent usage par la suite. Puisque dans ^^5^^ — , — ' — , 

le dénominateur se forme d'après l'indice ou exposant m du signe dérivatif d, 
ce dénominateur n'étant autre chose que le produit des nombres naturels 1 , 
2,3, etc. m , dont le dernier est cet indice même ; nous proposons de mettre 

p* au lieu de 5 , le ^ au-dessous du d indiquant un coefficient déno- 

minateur, déterminé par l'indice m. Ainsi on écrira indistinctement p^cp^» ou 

— *^, p3(p« ou -^; p^.ff' ou — — , pS.ff' ou -— r, p4.e^ ou 7—0- , etc. 
1. 2 *^ ^ i.si.3 ^ JL. % ^ l.ci.3 ^ i.Q.i.4 

I 
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Soiù donnée D^.cpa développée et réduite; pour remonter de cette dérivée 
à celle de Tordre immédiatement inférieur , D"— '.(p», divisez toute V exprès-' 
sionpar n, indice de là dérivée proposée , et suivez au reste la règle du n.^ 36. 

Ainsi de 
D^.^a = a4D(p«.g H- iQD^cpa. (qÇJ -t- y2) -4- 4d3(P«. 3Ç2y 4- D4(pt».Ç4, 
on déduit par cette règle 

Cette règle est un corollaire des n.*^ 35 et 36. 

38. Voici une autre manière de parvenir à la règle du n.* 3o , qui est à 
quelques égards plus simple et même plus directe que celle que nous avons 
employée. Elle ne suppose que ce qui a été dit n.^*i , 52 , 3 et la règle du 
développement des puissances des binômes , et mériteroit peut-être la préfé- 
rence dans une exposition abrégée de la méthode. 

Dans (p(c» H- Qx -f- yx^ ^- la? -H etc.) 

on peut considérer le polynôme « H- Ça? -4- yx^ -I- etc. comme engendré 
de la manière suivante : soit d abord u. seule et soit Qx son accroissement , 
on aura oc -H Qx \ soit actuellement yx laccroissement de Ç, on aura 
ot H- ?a: -H y a;^ ; soit encore Ix l'accroissement de y, le polynôme deviendra 
« -h ffx H- ya;3 ^-. Jx3, et ainsi de suite. 

Or, si on avoit d abord ^(» -H Çx) , Cx étant Taccroissement de eri le 
développement seroit, n.®^ a et 3 , 

(P(a H^ ^x) = 



(Doc -H r>(p«.Ça? H X-.e2a;2 ^ Sir. fo^jS h iiiî.Ç4aî4 4- etc. 

^ ^ 1. Q J. Q. 3 1.2. 3.4 

Que C croisse maintenant de yx , on aura d'une part 

(p{ct H- Çx -H yx^) , 
et de l'autre, en mettant ?-f- yx au lieu de C dans ff, C^ ^ Ç3^ etc. consi- 
dérées comme des fonctions de Ç -H yx , et ordonnant par rapport à x , 
Çec -+- JDCptv* 6x ^- D(pâ5.yx. x 



1. 9 1. 2 ' 1. a 1. a 



— ^-ff^x^ •+- — X.. De3.yx.x3 -H etc. 

1.2.J 1.2.3 ' 



„ ff4x4 + etc. 



Si 
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Si on met, de plus, y -h' Sx an lieu de y, ensuite ^ + s^ au lieu de if 
etc.; on aura,, dune part, 

(p{cc -H ff^ -H yx^ -+• ax^ -4- «054 ^-. etc. ) , 
et de l'autre , 
(Pop •+• ncpflf. ffr -f- vcpoc^yx.x h- -d^oc* ix.x^ 4- d^«. sx.o:' -j- etc. 

1.2 \. <X ' 1. Q 

1.2.3 1. 3 i.a ^ 

1. 2. 3 ' 



p4(p^ ^ 



^4x4 



1.Q..4 

Maintenant , après avoir calculé quelques termes de plus , quon .fasse 
abstraction des x et qu'on suppose simplement lacer oissement de (v = ?, 
celui de ff= y , etc. , ou bien -d.oc = Ç, n.ff = y, n.y = J, etc., et qu'on 
examine de quelle manière le coëfi&cient d'un terme quelconque dérire du 
précédent , on parviendra sans peine à la règle du n.^ 3o. 

Si de plus on observe que y = d.Ç; i = n.y = — ^ ,- nÇ^.y =: dÇ^.d.ç 



1.Q.3 1. 2 ^ 1. 2 1. 2^ '^ 1. 2 » 

dÇ^. y = D.Ç3 , et ainsi de suite ; on aura les premiers termes de la série (2) 
du n.^ 21 ; d'où Ton conclura, quoique par une sorte d'induction, le théo- 
rème du n.^' 20. 

39. Introduisons ici pour les dérivées divisées une notation plus simple, 
dont nous ferons souvent usage par la suite. Puisque dans ^--^ — , — ^ — , 

^ ^ ^ 1.2.3...TO' 1.Q...TO' 

le dénominateur se forme d'après l'indice ou exposant m du signe dérivatif d, 
ce dénominateur n'étant autre chose que le produit des nombres naturels 1 , 
2,3, etc. m , dont le dernier est cet indice même ; nous proposons de mettre 



d"* 



p* au lieu de 5 , le ^ au-dessous du d indiquant un coefficient déno' 

minateur, déterminé par l'indice m. Ainsi on écrira indistinctement p^cp^v ou 

— J^, p5(p« ou -f^; p2.ff' ou — — , pS.Ç' ou — -r, p4.ff^ ou 7— ô- ^ etc. 
1. 2 *^ 1.2.3 *^ a. 2 ^ 1.2.3 ^ 1. 2.3.4 

I 
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S III. 

Manières de calculer un terme quelconque du déifeloppement 

indépendamment de tous les autres. 

40. La méthode que nous venons de donner oflre des moyens simples 
de calculer un terme quelconque de la série dans laquelle se déi^loppe la 
fonction du polynôme , sans qu'on ait besoin de connoltre les termes précédens 
ou subséquens ; car les termes de ce développement sont la plupart composés 
eux-mêmes de plusieurs autres termes, et comme il est toujours facile d'avoir 
un de ceux-ci , tels que le premier ou le dernier , on peut en déduire les 
autres par dérivation , à peu prés comme nous avons taàt dériver les termes 
même de la série les uns des autres. Ces manières de calculer im terme 
de la série , isolé et hors de rang , étant souvent d'une grande utilité , nous 
les présenterons avec quelque détail ; elles sont fondées sur les formules des 
n.^ 20 et 22 : comme celle qui résulte de la dernière de ces formules est 
la plus facile , nous allons l'exposer la première. 

Observons d'abord en général , que , puisque les quantités affectées du signe 
de fonction , v^ec 9 p^(p« 9 p^^^ 1 ^^c* 9 ^^ entrent dans les formules citées y 
se calculent par les règles des différentiations , tout se réduit à faire voir 
comment on développe , en les faisant dériver les unes des autres , les quantités 
que nous avons nommées polynomiales. 

Première manière» 

41. Prenons la formule du n.^' aa , savoir : 

^\<peù = p"(p«. C* H- p« - * (p«.D.e« - « -+- p«-"^ ^«.p^. C"^^ H- etc. H- D(pt».p"— ».ff ; 
les quantités polynomiales à développer se suivent dans cet ordre , 

ff%D.ff«-s p^ff«-S p5.Ç»-3^ etc. p—'.ff, 
et les exposans de Ç sous le signe d vont toujours en diminuant. 

Pour faire dériver le développement d'une quelconque de ces quantités de 
celle qui la précède et dont le développement est connu , voici le procédé 
qu'il faut suivre. 1.** Il est nécessaire avant tout de faire sur le développe- 
ment proposé une préparation , qui consiste à diminuer dans chaque terme 
l'exposant de C d'une unité , à changer en conséquence les coëfEciens 
numériques qui proviennent des exposans de Ci et à rejeter les termes où Ç 



• 
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n'entre pas. a.® Après cette préparation , on fera les dérivations conformé* 

ment à la régie du n.^ 3o. 

Cela suppose qu'ayant en général p'^.ff'^, on en déduise d'abord p*ff ''•"', 

et ensuite p«+'. Ç'^j-» de p'".Ç'''"*. Si on donne à chacune de ces trois 

expressions un premier développement , on y lira la démonstration du procédé. 

En effet on a, n.** q5 et q6, 

nr-ri ^. _ r.r-i.r-2 



•+- etc. 4- rCp«— '•+".y''— » •+• P'""''-?''» (i) 



etc. H^ (r- OCp^-'+^y'-' -H p«*-'-+ >.y~> ; (2) 

-I- etc. -H (r- l)Ç.p«— '• + 3.yr — 2 ^_. pw — r+a.yr—i (3) 

L'inspection des formules ( i ) et (s ) démontre la i/^ partie du procédé; 
et puisque la formule ( 3 ) n'est autre chose que la dérivée divisée de la formidc 
( 2 ) , la 2.'*' partie du procédé est aussi démontrée. 

42. Pour donner un exemple de ces dérivations , soit g* = ff^ ;. on en déduit 
successivement , par notre procédé , 
SffT.y, = b.g» 

7^.(î-f- ^ff5.y2, . =P^-g7 



1. Q ' 1. 2. 3 

!• (2 1 • U. •> 



1. î 

I». = p«-ff- 

lie calcul dériratif de ces quantités est si facile qu'il n'y a guère d'autre 
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peine ^ que celle de les écrire ; car les coëfficiens numériques placés avant C 
sont ceux qui naissent du développement des puissances du binôme : il est 
donc très-aisé y en passant d une ligne à l'autre , de les changer en ceux qui 
appartiennent à des puissances de C inférieures d'un degré. Dans cet exemple , 
je n'ai pas réduit les coëfficiens numériques y et j'ai laissé ceux de C sépar.és des 
autres, afin de Eure voir plus clairement la marche des préparations. Rien 
n'empêche de réduire les coëfficiens ; il est même avantageux de le faire , pour 
la simplicité des expressions. 

Quand on tait ces réductions , le changement à faire aux coëfficiens numé- 
riques , en conséquence de l'abaissement des puissances ^e Cj pour passer 
du développement de p*. ff*" à celui de p*.ff *"""*, se réduit à multiplier 
dans p^«C chaque puissance de C par son. exposant et à diviser tous les 
termes par r. Gela résulte encore de la comparaison des formules (i) et (2) 
du n.^ précédent. 

43. On peut donc prescrire , pour ces sortes de dérivations , la règle sui- 
vante : 

R i O Zi B. 

Le développement de p"*?'' étant donné, pour en déduire celui de 
ç* + *. ff''— », 1.® divisez toute l'expression par r, multipliez chaque .puis^ 
sance de C par son exposant et diminuez cet exposant de l'unité, en obser^ 
çant que dans les term^es sans S cet exposant est zéro, a.® Après cette 
préparation , faites les dérivations conformément à la règle du n.® 3o. 

44* Exemple L Trouver immédiatement le coefficient du 8.^ terme du 
développement de (p(« h- Ça? •+- ya?^ ^- etc. ). 



Ce coefficient est p7. ^^ , qu'il s'agit de développer. On a d'abord, n.® 22, 

Ç7.(pa = p7(p«.e7 -I- p^cpa.D.Ç^ -H p5(P«-p--ff^ 4- p^(P«.p3.Ç4 

on voit donc que la question se réduit à celle-ci : étant donné p7(pi^^, 
c'est à- dire, la valeur de p7.(pa lorsque le polynôme se réduit au binôme 
Où -\- Çxy déduire de ce terme tous les autres qui complettent le dévelop- 
pement de p7.(piv lorsque le polynôme a un nombre quelconque de termes. 

En 
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V ' 

En suivant la régie précédoité , on a sur l» champ 

d7. (p« =r Ç7^«.ff7 -h ç6(p^. 6Ç5.y 



ExBMPLB IL Trouver immédiatement le coefficient de ofi dans le dére* 
loppement de sin(« + g^o? + y^^ -H etc. )• 



La formule du n.^ q2 donne 
p^.siner = p^sin«.ff^ ■+- p$9ina.D.^ •+- p4sin«.p2.Ç4 -f- D5sin«.p3.ç3-f-D2sin«.p4.Ç!i 

Or on a d sin^^ , =cos « , n^sinee = — sina , n^in^ = — cos« , D^sin^ 
= àxkcù I D^ âin^r = cos« , n^sin^ = — 8in« : on a donc pour le premier terme 

T'fi^* On en déduit les autres par la règle du xt.^ précédent , et l'oa 

trouve 

cosir ^A« ajo ^ i\ sin^ie 



, , (3Ça.8 -+- 3ff. ayj -H y3) — ~ (dC^H- 378 -f- ^) -f- C06«.,. 

% 

45. En multipliant tous les termes par 1. q. 3^. », la formule du n.^ Qa 
devient 



D"— 3(p^,n(n- i)(»- Q)p3.f«-r5 -)^ etc.' 

4- D(p«.n(n- 1 ).... Q. i.p«— i.C, 

ce qui donne le moyen suivant de calculer immédiatement une déxiyée non 
divisée d'un ordre quelconque. 

Pour développer n^.cp^i on a pour premier terme x>"(p««?'^, et Ton en 
déduit les autres en suivant le procédé du n.^ précédent , à cela près qu'on 
omet les divisions , et qu'au lieu de prendre les dérivées divisées p"(p« % 
^''<p« 9 etc. I on prend les dérivées simples D"(p« , o"' '(po^y etc. 



x 
k 



38 BUCAXiCirii 

Soit proposé, par exemple, de développer D^.(p« ; on aura 

D4(p«.(6.5.4.ff3.«r-+- ^ii-l:ic».y») 

i« //• » « * 6.5.4.3.3- k . 6.5.4.3.2.1 -. 
i)3<p«. (6.5.4.3.ff«.« H Ciyd -{ 2-= y5) 

D»^«.{ 6.5.4,3. a.Cc* -4- 6.5.4^3.2.1 (gy^^^,^^ 
D(pa(. 6.5. 4* 3. Q. 1. !/• * 

46. Il peut arriver que, ayant à développer p^(p«, on ne puisse pas avoir 
p^cp^tf.C , parce que pa^^cv est zéro, de même que quelques-unes des 
dérivées inférieures ; ce qui a lieu lorsque la fonction est une puissance entière 
positive. Si l'on demande , par exemple , le 9.^ terme du développement de 
(a -H Cjo -I- yx^ -h etc. )^> on n'aura pas ç^a^ ff^, parce que Ç^ff^ = 1 , 
et que y^ec^ est zéro , aussi bien que toutes les dérivées supérieures. De là 
il s'ensuit que l'on a, par un premier développement, 

ç8.^5 = p6^5.p3.Ç5 ^ Ç4a5.p4ff4 H- p V. p^.f ^ •+• p^a*. p^. ff^ H- »»5.p7.gl 

Il iaut donc avant toute chose avoir le développement de p^«^. p^*C^ 1 afin 
de pouvoir ensuite en déduire ceux des termes suivans. On donne à cet 
effet un premier développement à p5. Ç5 ^ et l'on trouve 

ce qui donne par la règle précédente , n^ 43t 

p3.f5 = I0ff2.y3 -f- 10^3, Qy^ ^ 5ff4. «. 

On écrit à rebours cette expression , et 1 on obtient , en suivant encore la même 
règle , 

-t- 5«{4e3.^ _j_ 6ffa(av8 -+- (^») H- 4?'3v>«J -f- y4} 
i6«»{ 3^2.1, H- 3ff(ay^H- 2^6) H- 3y»« 4- Sy^J») 

io«3{aC,fl -H 2yif -t- aJc -+- «'} 



1^ 

•f 
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Seconde manière. 

47. Si Ton prend la formule du n.® 70 , savoir 

p».(pa = Dip«.p»-».?-f- p2(p^.p«-^^ff^ -I- p5(p^.p«-3.ff5 -H etc. •+• p'(p«.C^ 

les quantités polynomiales à développer se succèdent dans cet ordre : 

p^-'-ê", p«-^?S p""-^-ff^, etc. , ff«; 

La première de ces quantités n'est autre chose que la w-i**"* lettre après 
Çy (n.® Q7 ). Pour parvenir à faire dériver ces quantités les unes des autres, 
on observe que les puissances de Ç vont en augmentant et que les indices 
de D vont en. diminuant ^ et qu'ainsi ces quantités offrent une sorte de dérivées 
inverses ; voici la règle pour en former les dévelbppemens par dérivation. 

Règle. 

Le déi^eioppemerU de p"*.ff' éùanù donnée pour en faire dériver inversement 
celui de p»— '.?''+'; 

1.^ On fait d' abord la préparation suivante : on augmente de l'unité 
t exposant de chaque puissance de Ç, ce qui exige qu'on multiplie par Ç les 
termes qui ne contiennent pas cette lettre ; et on change , en conséquence de 
cette augmentation, les coefficiens numériques qui proviennent des puissances 
de Ç : opération qui \se réduit à diviser par chaque exposant de Ç, ainsi 
augmenté de l'unité j et à multiplier tous les termes par r + 1 * 

2 .• On exécute sur les termes ainsi préparés la règle du n.* 36 , et Von 
obtient tous les termes de p"— "•ff''-*-» qui contiennent Ç. 

3? Pour avoir les termes dans lesquels Ç n'entre pas, on change Ç en y 
dans ceux des termes que l'on ment d'obtenir ou C n'est qu'à la première puis" 
umce, en ayant soin de diviser par les exposans des nouvelles puissances 
qui se forment ; après cela , on applique la règle du n.^ 36 , et l'on a tous les 
termes oà entre y sans C. 

On change y en ^ dans ceux des termes que Von vient d'obtenir en 
dernier lieu où y n'est qu'à la première puissance , et Von applique de rechef 
la règle du n.^ 36. 

On continue ainsi jusqu'à ce qu'on obtiendroit des termes ou la dernière 
lettre seroit antérieure ^ dans l'ordre alphabétique, à celles qui la précé- 
deroierU dans le terme. 
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Ainsi de p7.C= 1 1 par exemple , on déduit au moyen de cette règle toutes 
les autres quantités polynomiales qui entrent dans le développement de p^.cp^v , 
conune il suit : 

#> ...... i.. ; .... = Ç7.ff 

2ff.tf -H ayti H- Ç^^H- e^j .......... y . = p^.ff» 



^'""S'.fl H- Se.C^vC' + 2j[g) +. ^^^i^ 4- 3vJ», . . . . = p5.ff5 



7ff^-7> • . .. . = D.C7 

ffS. . = f 8. 

On fera bien de réduire les coëfficiens numériques , que noua n'ayons 
laissés tels qu'on les voit que pour mieux indiquer la marche du calcuL 

48. Pour démontrer la règle , prenons les premiers développemens de p*.ff' 
et de p'»-"*.ff'' +» , savoir (n.* q5 et q6 ) : 

r.r-i^ ^ _ r. r-i.r- 9 



-t- etc. r4-rfi'.p'*-'+'.y-» H- p"-'./, . . . . . . (1) 

-H etc. ^- (r + Off.p*-''-'./ -H p*-'-^y^+» (a) 

En comparant tous les termes de la formule (9) , à l'exception du damier, 
avec cenx de la formule (i>, on a k démonstration de la i.** et de la s.^ 
parties de la règle. 

Quant à la 3,* partie , elle n*a lie« que lorsque r est <[ ou =r m — a ; car, 
si r est > TO — 9 , le développement de la formule ( Q ) a pour dernier terme 
celui dans lequel l'indice de d qui affecte y est zéro , et tous les termes où 
cet indice seroit négatif en sont exclus ( n.* ^6 ) : ainsi lorsque r est > 
m — s , tous les termes de la formule ( « ) contiennent T, et te dernier terme 
pm - r . a. y 4- K nexlsto pas» Mais dans les cas où ce dernier terme existe , la 

3? 
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3.* partie de la règle enseigne à en former le développement d'après celvti du 
terme précédent (r + i je*, p"*" '' " ^-y*" de la même formule (q). Pour le 
démontrer , il suffit de comparer ensemble les dévéloppemens en S de ces 
deux termes, savoir (n.®^ q5 et q6) : 

H- etc. -h (r + l)^Cy.p'»-«^ J'-t -h (r+ i)C p""»'- ».<^S ... (3) 

p« — r — a.yr-f. i =z Qr+ l) y^p'""~''"^^. J H -ï- — — y'— '. p"»^'' — 4. J» 

etc. -+- (r+ l)y. p'«-^''-a.J'' -I- p« — ar-S.JrH-i (^) 



Or, cette dernière formule (4) se déduit, au dernier terme près, de là pré- 
cédente ( 3 ) , en changeant dans celle-ci C en y, "en divisant par les exposans 
des nouvelles puissances de y , et en faisant ensuite une dérivation inverse sur 
les quantités affectées du signe d. Quant au dernier terme p*-^'-^. J^r+i j^ 
la formule ( 4 ) , il dérive d'une manière semblable du terme précédent 
(r + 1) y. p«- ^''-*.(J'' de la même formule; et ainsi de suite, jusqu'à ce 
qu*on arrive à des termes où l'indice de d devienne négatif. Ce qui présente 
la' démonstration de la 3.* partie de la règle. 

49. Exemple I. On propose de calculer immédiatement le 7.'. terme du 
développement de (p ( « -H ff *r -f- y ^^ -f- etc. ). 



Le coëfTicieht de x^ est p^. (p« ; or on a , n.® ^o , 

p^.CPa z= D(p«.p5.f ^- p2(pa.p'4.ff2 H- p3(p^.g3.g»3 ^ pAcp^.p^.C^ H- p5(p«.D.C5 

où le premier terme est D(p«.p5. g»:=D(pa.i;; de ce premier terme on déduit les 
dévéloppemens de tous les autres au moyen de la règle du n.^ 47 ^ et l'on a 
p«.(pi^ = BCpccff H- p2(p«.(Qff.^-+- Qys-+- S^) -H p^(p«.(3ff2.g -t- 3f.QyJ-|-y3) 

On peut appliquer la règle aux difjérens termes du développement du n.* 
33; chacun en fournit un exemple particulier. 

Exemple II. Trouver le coefficient de x^ dans le développement de 
log(flp -^ €x ^ yx^ -H etc.). 



t 
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On a d'abord, n.* oo , 

pUog^ = 05 ■ ^ p4.ff _ "Ç. ps.ff. ^ 2^. p.. ff 3 _ 2LJ. o. e* -H 5Li. ffS , 
et , en appliquant la régie , 



•« 



5o. Il est trop facile de développer immédiatement par cette seconde manière 
une dérivée non divisée d«. (p « , pour que nous nous y arrêtions ; car , en 
multipliant par i. 2. 3... /ï la formule du n.^ qo , elle devient 
Dii.(p« = i.a... nD(p«.p*'^ff -+- 3. 4... »d2(P«, ç«-a.Ç2 ^ 4. 5...7iD3(pe^p«-5.fl 

4- etc. -f- nD*-»(p«. D.ff»-' -f- D"(pa.ff*, 
où les quantités polynomiales se développent par la règle du n.^ 47* 

La seconde manière fait trouver les termes qui composent le terme cherché 
de la série dans le même ordre qu'on les a trouvés n.^ 33 ; la première 
manière les donne dans Tordre inverse. 

5i. Nous croyons devoir rappeler ici un moyen dont nous avons déjà £ut 
usage , n.* 2 7 9 et qui peut servir dans d'autres occasions. 

En prenant pour guide la formule du n.^ 20 , on peut faire des développe^» 
mens successifs , d'abord en C > puis en y , ensuite en ^ , etc. Ce procédé 
peut être employé avec avantage lorsque le polynôme n'a qu'un nombre de 
termes déterminé et peu considérable, ou lorsqu'on demande une dérivée 
d'un ordre peu élevé. 

Un exemple va éclaircir ce que nous venons d'indiquer. Qu'il s'agisse 
d'avoir le 7.^ terme du développement de la fonction du quadrinome 
<P («-^ff^ -H yx^ -f- lo(?) : on a d'abord , en faisant un développement en f, 

Ç6.(P« = D(p«. p5.ff-H p2(p«. p^.ff^ -4- p5 (p^ p3.g»3 ^ p4(p«. p2.Ç4 ^ p5(p^,D.fi 

■+• p<5(p^f6j 

faisant actuellement le développement en y , on trouve 

p6.(p^ = D(p«,p4.y ^ ç2(p^. (^g^. p3,y ^p2.y2) ^ p3(p^. (3ffa.p2.y H- 3ÇD.y2 -f-y5j 

4-p4(p«. (4g^3i>.y ^^ 6e^.y2) -H p5(p«.5e4y -h ©^^«.C^J 

d'où l'on rejette p(p£v.D4.y, Qffp^.yj Sff^g^.y, parce que p^.y# ç'*yi Ç^.y 
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sont les 4.*, 3.®, q* lettres après y respectivement , lesquelles sont zéro , à cause 
que dans le (^uadrinome , ^ est le dernier coefficient. Je fais « à présent le 
développement en (J, et j'ai 

4- p^(p«.5ff4y -i- p^(p«.ff^^ 

et I en rejetant encore d. j = a > j'ai le développement demandé. 

Remarques. 

62. Les quantités polynomîales f, d.Ç»-», p^. ff*'*» etc. peuvent aussi se' 
former par les combinaisons , quoique d une £siçon moins facile et moins 
analytique que par les dérivations ; il ne sera donc pas inutile de faire con- 
noltre Taccord des quantités polynomiales avec certains résultats que Ion 
obtient par les combinaisons , afin que dans Toccasion on puisse comparer nos 
formules avec des théorèmes auxquels diiférens analystes sont parvenus par 
les combinaisons ou par d'autres voies. 

L'expression — \ — désigne le coefficient du 7» -f- i* terme, dans le déve- 



loppement de la puissance n du polynôme ff -f- y«r -t- j!r ^ h- ^x^ h- etc. 

Or y n étant un nombre entier positif , on démontre par la théorie des 
combinaisons (^) , 1 .^ que ce même coefficient est formé de la sonmie de tous 
les produits qui peuvent être représentés par 

Pf 7i ^> ^ étant des nombres entiens positifs ou zéro, çt tels que 

p-l-^-f-r4-^-f- etc. = /i, 
^ -I- Qr -H 3j -I- etc. = m ; 
s.® que chacun de ces produits a pour coefficient numérique 

1. Q. 3. 4. 3 fi 

i.Q.3... y^X i.a... ^Xi.a... /'X 1.2... jX... 

eu bien , ce qui est la même chose , 

n(n ' 1 ) (^^-Q) (n'3)....{p + 1) 
i.Q... yX i.Q.3... rX i.Q...^X... 

Ainsi , en prenant le signe f pour désigner un assemblage de termes ou 

(*) Voyez r^rj conjectandi de JAcquxs Buufouuj, p«rû« II « chap. VUl « et HufOBSBOao» InfiniU" 
tH^mii digniuuum historia , iega ac formula, * 
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produits ajoutés les uns aux autres (^) , on peut représenter le coëfEcient de 
«■* dans la n"'"* puissance du polynôme, par 

i.Q yX 1.2... rX i.Q... ^X... 

Nous aurons donc toujours 

— ^— - ir:i 1 • o ^* y» d • i • • * • f 

l.a.^rn i.q.... yX i.Q.... rX 1.2... jX ... 

où pH-^-|-rH-5^n, 

et ^-HQr-+-35 = m; 

ce qui est la relation que nous voulions faire connoltre, et qxte Ion peut 

encore énoncer de la manière suivante. 

Les lettres g*, •/> J» etc. ayant pour indices ou quantièmes respectifs 1, 

2,3, etc. , c'est-à-dire, ces lettres étant représentées par ec.^x^j ecj^ etc. ; 

■ ou p». ff" indique la somme de tous les produits différons composés 

chacun de n lettres (les mêmes' lettres pouvant être répétées), sous la condi- 
tion que dans chaque produit la somme des indices de toutes les lettres soit 
égale à /i -H m , et qu'on donne pour coefficient numérique à chacun de ces 
produits la quantité qui exprime le-nombre des permutations que peuvent rece- 
voir les lettres qui forment le produit, en ayant égard aux lettres répétées.. 

Au moyen de ces indices, la recherche des produits peut se ramener à cette 
question sur la partition des nombres : connoissant le nombre entier /i -f- m , 
trouver toutes les manières différentes de le former par l'addition de n nombres 
entiers plus petits (**). 

53. Puisque dans le produit Cp. y^ J*". g' . . . . le nombre des permutations 

des lettres est — ^ — ) '* '* yp ) ^ jj g'^nsuit de là une manière 

de vérifier les coëfSciens numériques de chaque terme des quantités polyno- 

mialesDff^^», — , — - — r-, etc. développées. Si javois, par exemple^ à 

vérifier le coefficient de ff^y- J; je ferois la somme des exposans 3 H- a -H 1 

= n. etiaurois -= 60. 

' i.QX 1 



(*) hvLEU se sert sourent du si^e f dans le même sens. 

{**) Ou peu t voir dans rouvra5e cité Li manière dont le Professeur Hihdihburo a résolu ce problème;. 

Les 



54. Les notations dont nous nous serrons , malgré leur grande simplicité , 
puisqu'on n'y emploie qu un .seul signe particulier d | ont dififérentes signiâ- 
cations qu'il convient de faire remarquer. 

1.^ Elles sont des signes de coëfEciens. Considérées sous ce rapport^ elles 
indiquent non- seulement le quantième du terme, mais encore la nature de la 
fonction du polynôme au développement de laquelle ce terme appartient. 

Ainsi — est le coefficient du to -+- i""* terme du développement de 

(ff-H yx -I- ix^ ^- etc.)*; — - — X- signifie le coefficient du ix* terme de 

sin ( y H- Jx -H e-x^ etc. ) développé. 
2^^ Ces notations représentent une série entière par un seul monôme. 

3.^ Elles sont des signes de dérivations. Ainsi la notation — -!— exprime i 

par D" , une suite d'opérations assujetties à la même loi , et répétées m fois ; 
elle exprime de plus , par le rapport de d avec le d des différentiations , la 
nature de cette loi, ou le genre de dérivation approprié au cas que nous 
traitons. 

^.^ Enfin D. ff" , — — , — • , en particulier , peuvent encore être con- 

V 

sidérées comme des signes de combinaisons | ^nsi qu'on l'a fidt voir dans le 
numéro précédent. 

II me parolt donc que nos notations réunissent tous les avantages qu'on 
puisse exiger, ceux d'être très-simples et très-caractéristiques. . 

i IV. 

application de la Méthode à différens cas généraux. 

55. Les applications que nous allons faire à quelques cas des plus étendus, 
feront voir que la méthode n'est pas bornée à ceux qui ont été traités 
précédemment ; mais qu'elle est digne d'attention , non - seulement par sa 
simplicité , mais encore à raison de la fréquence de ses usages dan3 l'ana- 
lyse. Nous avons déjà fait la remarque (n.<^ ii ) que dès qu'on a observé, 
dans l'origine des dérivations ou dans quelques-uns des premiers termes du 
développement, quelles quantités sont fonctions d'autres quantités, le reste 
du développement n'est plus qu'une opération presque mécanique; c'est ce 

M 
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qu'on verra avec plus de clarté en suivant les calculs des exemples dont on va 
s'occupen Ce paragraphe est principalement destiné à faire contracter l'habi- 
tude de lire dans la fonction proposée et non encore développée, ou au 
moin^ de pressenti; quelles quantités sont fonctions d'autres quantités y et 
comment elles le sont. Nous aurons d'ailleurs occasion d'y mettre nos procédés 
dans un plus grand jour , et de les généraliser à quelques égards ; et nous ter- 
minerons le paragraphe par des observations sur les diverses formes des poly- 
nômes. 

Probéèmb. 

56. Les signes cp et \{/ indiquant des fonctions quelconques , on demande 
à développer d'une manière générale la double fonction 

(pylf{a -+- bx H- cx^ H- dx^ -H etc.) 
en une série de la forme 

A H- Bx -H Cx^ -I- Dx^ H- etc. 



Si on considère la double fonction (p\(/a comme une seule fonction Fa, 
la dérivée de a étant b , on trouve par la règle du n«^ io, 

A = (p\pa , 
B 3=Ê t>(^^a.b^ 
C = D(p\|;a. c -4- '^^(p'^a.b^ y 

etc. 

Mais il est facile de donner aux quantités qui portent le double signe ^\|/ 
un développement ultérieur; pour cela on observe que dans (p\[/a on peut 
considérer -^a comme la quantité variable de la fonction (p , et qu'ainsi d. (pvpa 
est = DcpApa. D.\{;a, où il faut distinguer D(p\pa de D(P\pa; dans D(p\Ua 
c'est \pa qui est la variable , dans '-D^^a c'est a\ et , puisque d'ailleurs D.\La 
= D\(/a. Â, on a D. (p\j/a= D(p\{/a. n\|//z. ^. Maintenant, comme cette der- 
nière expression a trois facteurs , on peut fenvisager sous deux aspects , ou 
comme partagée en ces deux facteurs D(p\)/a et j^-^a.b ^ ou comme partagée, 
en ces deux autres D(p\(/a.D\pa et â; ce qui donnera deux sortes de déve- 
loppemens , qui reviennent au même pour le fond , mais qui diffèrent pour la 
forme. On aura de la première juanjère , par la règle du n,« 3o ^ 
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etc. 

En considérant D(p %Pâ. d yl^a. b sous le second aspect , la même règle du 
n.* 3o donne encore 

C == [D(p\(/^ï. D\I;/Z]. C 4- [D(p^^. p»%I/a -4- p2(P\î7a.(D\(/a)2]. i«, 

etc. 

On voit que les quantités que nous avons renfermées entre des parenthèses 
angulaires sont des développemens sujets eux-mêmes à la règle du n.® 3o, 
et que par conséquent on y fait des dérivations , non-seulement sur chaque 
dernier facteur , mais encore sur le pénultième lorsqu'il est suivi de sa dérivée 
immédiate. Ainsi, dans C, D(p\|/a. p2\pâ( donne seulement D(p \(/^p^\}//i«Â9 
mais p^ip-vj/zz. (d\J/^)2 donne les deux term^- p3(p\[/«. QD\j/ap2^|/û.6 •+• 
p3(p-v{/^z. (D\|/a)^. ^, à cause que la dérivée immédiate ^e ^a est D\|>a. 

67. Oh peut vérifier ces développemens de la manière suivante. 
On fait d abord 

\p (a + bx + cx^ -f-rfx3 H- etc. ) = a -f- bx -f- tx^ H- \>x^ -+- etc., 
où a =\[/«, et b/C^b/ etc. sont donnés par le n,** 33 ; actuellement 
(P\K^ + bx + ax^ + etc. ) prend cette forme (p(a + bo; + cr^ + etc.), 
dont le développement est encore donné par le n.^' 33. Il suffira donc de 
substituer, dans ce dernier développement, les valeurs de a/ b/ C/ b/ etc. en 
a, ^, c, €/, etc. données par le premier développement; et Ton trouvera les 
dernières ou les avcint-dernières formules ci-dessus , suivant qu'on ordonnera 
par rapport k b^ c^ d^ etc., ou par rapport à D(p\{/a^ P^^-vl/^z etc. 
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Exemple. 



58. Si Ton avoît à convertir en série la puissance quelconque n d'une 
fonction quelconque de polynôme, 

{\|/(tf H- bx -4* cx^ M- dx^ H- etc.)}*j 
on auroit par dérivation , n.^* 3o , le développement suivant , où je mets a au 
lieu de yl^a^ pour plus de simplicité ; 






1. 2 



û«-»-[(Da)^*2] 



X» 



/?. 71- 1 
1. 3 



<>ii-2[(i><^)^-a*^ -t- 3Da.pî»a.A3] 



/^•»-i,n-a 



1. Q. 3 



ou bien , en ordonnant autrement , 



a«-5.[(Da)5.^] 



a?5 



etc.; 



I. 2 



X» 



[na*'Kj>a].d \afi 



[na«->.p3a 



[i»a«->.p2a 



1. a c 



1. Q 



a«-^(Da)a].Q^c 






1. 2. 3 



a«-3(Da)3].^3 



etc. 



Problème. 



5q. Soit proposé de convertir lexpression suivante 

(p {a -h a;\(/(^ ^- ca; H- Jx^ h- etc.)}, 
dans laquelle entrent deux signes de fonction , en une série de la forme 

A -H Bx H- Cx^ -I- Dx^ -4- etc. 



En 
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En suivant la régie du n.^ 3o , et en Êdsant n.a = ^l^b^ on trouve sur- 
le-champ par des dérivations successives : 

D(p/2.[D\)/A./-+- p3xj/^.(Qca -h ^2) ^^ p3%p^. 3c3|/-h p4\|;*.c4] 
p3(P^ï. [3(\J/*)2.D%pA. J -+- [3(^^^)2p2^pA ^ 3 x|/ * (d \(/A)a] c^] 

etc. 

U faut observer que , de même que dans le problème précédent , les quan- 
tités en b , que nous avons renfermées entre des parenthèses angulaires y 
doivent être considérées comme des développemens sujets à la régie du n.® 
3o ; et qu'ainsi, pour prendre la dérivée d*unde ces développemens, il faut 
y Ëdre une dérivation non • seulement sur chaque dernier facteur , mais en- 
core sur le pénultième , quand celui-ci est suivi de sa dérivée immédiate. 

6o. Si on dputoit de l'exactitude de la solution , il seroit aisé de s'en assurer 
de la manière suivante. On feroit 

^{b -f- co? •+• dx^ H- etc. ) = b -4- coî •+• b^^ -H etc. , 

et , en substituant , la fonction proposée prendroit la forme ordinaire 

(p (a -I- bx 4- co?^ -H ba;5 4- etc# ) ; 

on auroit donc , n.^ 3o , . 



A = 


= <pa. 


• 




B = 


= D^a. (, 






C = 


= n^a. C -f- p»(p«. b», 






D = 


: D<p<z.b H- "^^^a. 2bc -4 


- p3<pa.b', 




jE = 


= D(pa. e -H j='(pa. (3bb - 


■H c^) -H p3^a. 3b«C H 


h p4^a.b4, 


etc. 


• 
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Or, on a pareillement , n/ 3o , 

etc. 

Il suffit de substituer ces valeurs de b / c / b / etc. dans celles de J? , C, Z) , 
pour avoir les résultats précédens. 

On a généralement pour un terme quelconque , 

ou , en écrivant la formule à rebours , 

^^ = ç«(pa.(\|/A)'* -h- ç«-'(pa.D.(\|>A)«-> H- p«-^^«.p^(\pA)*-* H- etc. 

M- D^a.p«-». (\|;^) ; 

on développera ces formules par ce qui a été dit n.^ 5 8 et les régies du §. III, 

Il n'est pas plus difficile de développer cette expression 

CP (a -f- œylf[b -+- xFQc H- dx -H ex^ 4- etc.)]} 
où entrent trois signes de fonction , non plus que celle-ci 

(p {a ^ bx H- a;2\|/(c -4- dx +• etc.)}. 

(II.) 

Problème. 
6i. Soit 

a -H byfx H- cjf^ x^ -+- dit^^ x^ -|- en^^^x^ -H eta 



où 7r=\|;(6*-f-yx-+- Jx» -+- etc.) , 
jr' = \I/'(ff -+- yx H- Jaî2 4- etc.), 
jr" = x}/"(f -H y X H- «Jj:^ H- etc. ) , 
etc. , 

■vp > "vp' > vp" > etc. étant des fonctions indépendantes les unes des antres , on 
liées entre elles par une loi quelconque ; et a , ^ , c , ^ , etc. étant de même 
des quantités indépendantes les unes des autres , ou liées par une loi ; on 
demande à convertir Fexpression proposée en une série de la forme 

A 4- £x -H Cx^ -+- Dx^ -t- etc. 



DS8D^.RiyATXt>N6. Si 

On a d'abord 

7S = \^? H- D. \Lff. X H- ^ '^ * a;2 -I- Li2l£ a:3 ^ etc. ; 

1. 3 1. Q. 3 

et, pour avoir 'n\ :t", etc. , il suffit de marquer \(/ d'un , de deux, etc. accens. 
Substituant donc ces valeurs de ;r, :t', ;r'S etc. , et ordonnant par rapport à 
X, on trouve 

A -H ^^ -+- Cx^ -H Z)x5 H- etc. = 



a -4- ^.\LC.a7 -H b.-D.^Q.x^ 4- ^. ^ ' ^ ' x^ h- h ^ *^' x4 -f. etc. 

^ 1. 2 T. Q. 3 

c.\L'ff.x2 -H c. D.\L'ff.a;3 -+- c. ^ '^ '0:4 

^ 1. Q 

e.xJ/'''Cx4 



et on aura pour un terme quelconque , 

A^ = ^.D«-».\I;ff -H cp»-«.\|/'ff 4- rf. p«-5.\(/"ff -I- e.ç»-4x}/"'f 4- etc. 

formule qu'on écrira à rebours , si on le juge à propos. 

On peut encore généraliser ce cas en supposant que les polynômes sous 
les signes de fonction \[/ , \p', \j/", etc. , au lieu d'être les mêmes , soient différens 
et quelconques, c'est-à-dire, en supposant 

;r == x(/(,C •+- yo? 4- (Jx2 +• etc. ) , 

y =: xj/'(ff' -h y^x -+- Vx^ -I- etc.), 

;r'' = \|/"(ff" 4- y" aï -H J"x2 ^ etc.), 
etc. ; 

et Ton aura en général , pour un terme quelconque , 

An = ^.p«-'.%|/?4- c.ç«-a.%P'e' -H ^.p«-3.%P"e" -f- e.p•-4.^^'"ff"' -H etc. 

Les développemens et les dérivations s'exécuteront par des applications 
Êiciles des règles données dans les §§. II et III. 

Le problème traité dans ce numéro est , comme on voit , d'une très-grande 
généralité* 
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Exemple. 

62. Pour donner un exemple compris dans le cas général que nous venons 
de traiter, soit 

a -K b.x{t •+• yo? -H ix'^ -H etc.)» -H c.x'^i^Ç -+- yx ■+- Ix'^ ■+- etc.)** 

-4- d.oi?{Q ^ yx •+• ix^ H- etc.)3» •+• etc. 

à convertir en une série de cette forme 

A -4- Bx -+- Cx^ -4- Z?:c3 -4- etc. 



En comparant avec la formule du n.^ 61 , on a le développement suivant : 



C.ff2« 



x^ ■+- A.p^.ff* 



0:5 ^ A.p3.C* 
c.p3.g^2« 

I/.D.C5" 



x^ 



etc. 



et pour un terme quelconque 

A^ = i.p»->.ff« -f- c.p«-^e*« -H J.ç«-5.ç3« 4- etc. -H <x„.?**. 
£n développant ultérieurement par dérivation , on trouve sur-le-champ ^ 
A = a . 



B 
C 



b.mÇ 



m- I 



et ainsi de suite.. 



7?I. yW - 1 
771. >?î- 1 






1. Q 

8 771. Q771- 1 



C. amff«*-^y 4- d.C^'^f 

771. 771- 1. 77Ï- Q ^^ * x\ 

.Ç«-5,y3J 



1. Q. 3 



63. Il est essentiel de faire ici une observation importante^ et dont l'ap- 
plication est très-étendue. Si on regarde a comme une fonction d une quan- 
tité dont C^ est la dérivée , c'est-à-dire , si l'on suppose a = (p«et i>.cc = C^i 
que j de plus, on considère b , c, d ^ etc. comme égales à t^^oc^ P^^^> P^^^> 
etc. : on trouvera , en suivant uniquement la règle de n.^ 3o y les mêmes 
valeurs de A, B , C, D ^ etc. , qu'à la fin du n.^ précédent ; ce qu'il est 
facile de vérifier ; et ce procédé est tout ce qu'on peut délirer de plus simple 

pour 



a 
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pour écrire sur-le-champ le développement , en faisant dériver les termes 
les uns des autres. Il s*étend avec de légères modifications aux cas généraux 
du n.^ 61. 

Ga.S PÀRTICULXBa. 

64. Si Ton avoit 

Ç+yx + Sx^ + etc. "*" (C + yo; + Jx» + etc.)^ "^ (C+y^ + etc.)' "'"^'^ 

à mettre sous la forme 

A -:t- Bx H- Cx^ 4- Dx^ -f- etc. , 

fl suffîroit de faire m == — 1 dans le développement ci-dessus (n.<> 62 ) ; mais 
en mettant en usage l'observation précédente , on aura les résultats suivans, 
d'après la seule règle du n.* 3o , savoir, en supposant a = Çiee et d.« = C' '« 

A =■ a ^ 

B =*.?-', 

D = b.{ — C-^i ■+■ C-^y') — c.QC-5y -h /7.C-5, 

et ainsi de suite. On a pour un terme quelconque 

A^ = ^.ç«-».ff-» -h c.ç"-a.C-» -H «?.ç«-3.C-» -4- etc. 4- i^,.,.ff-«. 

(III.) 

65. hes substitutions des séries dans les séries oDGrent des exemples remar- 
quables de la manière dont il fsiut considérer certaines quantités comme 
fonctions d'autres quantités. 

PROBXièMB., 

Soient proposées les trois séries 

z = 3J 4- SB^ 4- (Ey^ H- ©/^ ^ etc. y 

y =z ix ^ cx^ -H- bx'^ H- tx^ H- etc. , 

X :=: bv ^ C9^ 4- dy^ •+• ev^ •+• etc. ; 

O 
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GA6 PÀKTXCUIiXBH. 

67. Étant donnée la série 

y = bx -4- cx^ H- dx^ -H- ex^ H- etc. • 

on propose de substituer au lieu de a: la série y elle-même pour avoir la série 
y ; ensuite de substituer de nouveau dans y la série ^ à la place de x pour 
avoir la série 

y = £x -H Cx^ -t- Dx^ -H Ex^ -I- etc. 



Ce cas ne difFére pas de celui où Ion auroit les trois séries suivantes « 
dont les coëfEciens sont les mêmes ^ 

z = ^/ -f- cy^ H- dy^ -4- etc. , 
y z= bx ^ cx^ -H dx'^ -H etc. | 
X =:z bv ^ C9^ H- É?v5 ^ etc. , 

et où Ion demanderoit z exprimée en une série en f^. Il n'y a donc qu'à 
faire dans la solution précédente ( n.^ 65 ) ^ 

58 = 6 = ^, (S = c = c, ©=:b = rf, etc. , et ï' = a? ji 
et Ion aura 

B = b^ = b\b, 

C =z b^j^.b -H (^D.* -4- D.*.*3j^2^ 

D = ^2^2. ^ ^ (^u. ^ -f- D. *. *2)d.^2 ^^ (^ç2. b ^Xi.b. D. *« -4- p^ b. *5)*5^ 

etc. , OÙ la loi est manifeste. 

(IV.) 

68. Plaçons ici le problème suivant , parce que notre méthode en rend la 
solution très-simple , et que cette solution , comparée avec celles qui ont déjà 
été données du même problème , fera £ûre des rapprochemens intéressans. 

Problème. 

Etant donnée une équation d'un degré quelconque , 

x^ H- bcxf^-^ -4- cx'^-a H- dx^'^ -H etc. = o, ....(1) 

dont <tj €y yy i^ etc. sont les racines ; on propose de trouver la somme des 

puissances 



puissances n de ces racines immédiatement en coëfficiens de l'équation et 
sans passer par les sommes des puissances inférieures. 






69. Nous établirons d abord un lemme connu. Puisque ec^ C^ y^ Sy etc. 
représentent les racines de Féquation proposée , on a / par la' théorie des 
équations I 

ocm -(- bx^'^ H- caf^'^ H- da^-^ 4- etc. = 

(oc — «)(a? — Ç) (*^ — y)(^ —- ^) X ....; 

en £ûsant x = - , et multipliant tout par z^ , cette équation devient 

z 

1 •4- ^z H- cz* H- dz^ -H etc; = 
(i — »z)(i^Cz)(i — yz){i — <Jj8>X..*., 
et , en prenant de part et d'autre les logarithmes , 

log(i H- ^z -H cz^ H- dz^ H- etc.) = 
log( 1 — az)-f-log( 1 — ffz)-4-log(i -— yz)-+-log(i •~^z) + eta$ 
mais, puisqu'on a généralement (n.^ 3.) 



log(i — 


Tfiz) =s — « ntz 

I 


a 3 4 


?- etc.. 


on trouve 










log(i -H *j5 H- 


- cz^ •+- ^«5 -t- etc. ) =: 






— ( « -4- C - 


h y H- J -H etc* )z 






— («« -4- e» H 


f- V* -H (î» -H etc.) — 






— («3 4-C5- 


f- y3 4- ^3 + etc.)|- 






— etc. 

1 




- 


Faisant donc 










j5 == « + c^ 


- y + ^ + etc. y 




» 


c = «^ + e^ 


+ y^ + J^ + etc. ^ 






jD — «3 + e3 


4- y3 -j- ^3 4« etc.^ 






etc. , 






Téquation précédente devient 






log(i -hfo-f 


• cz^ + rfz3 + etc. 


a 3 


— etc. **^(s^ 






• 


P 
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Le théocéma que présente cette équation a été employé par LArDCN, 
Mathematical lucubratians , et par LAGRAKOB.t Màmbires de Berlin, 
années 1 768 eu 1 769 ; mais ce qui suit est particulier à notre méthode. 

«^70. Pour ayoir B ^ C^ D^ etc. exprimés en coefEciens ^, ^9^1 ^^c. de 
l'équation proposée , il ne s'agit plus que de développer suivant les puissances 
de z le premier membre de . Léquation ( 2 ). A cet effet , j'y mets a au lieu 
de 1 , afin de pouvoir £|ire le développement avec plus de facilité ( n.^ 1 1. ), 
sauf à remettre ensuite 1 à la placé de a. Taurai loga pour le premier terme, 
lequel dètièiit i±=^ o , lorsque a =r 1 , ainsi qèé cela doit être pour oatia^ 
£ûre au second membre de l'équation (2)1 Do là on déduit (n.^ 24.) 

a a 

— -~ «= éf**Ç».* j-vD.A« -f- -y-.*5, 

4 . ^ r «^ 5 . _^^ 4 

etc., et en général (m^ Qo.) 

ï- = a-».p«-».* — — ,w»-.«,^ ^* — _,«»'5.^S i^ etc. d: — ^^. 

Actuellement , si on chatige les signes et qu'on Ceissc a :^ 1 ^ on trouve 

A^ zEsz ç^ 4- ç» ^ y» ^ ^* '+ etc; 5=r 

— YP**'-* -H-^ç-*.*»-- jç^-^*>-hetari:^^*^'q:^**, .m (3) 
ou bien , en écrivant les termes dans un ordre inverse , 

An^qz^b- :fc^'>^^'* ^^r^*"'* =t:;j^Ç'.*-«=î=^»* 

-JÇ^ "'*! (4) 

les signes supérieurs ayant lieu si n est impair , et les inférieur^ , si n est pair. 
Voilà donc deux formules générales, (3) et (4), qui résolvent le problème 
de la manière la plus aisée ; la première se développe par la règle du n»* 47 ; 
la seconde , par la règle du n»^ 43f 



Ânui les sommM des puissances successives des racines sont 
B =z — à, 



C= — ic + î^s 
1 a ' 

£ — _ ie 4. i(9bd -f- c>) — |j*»c -4- la*-, 
la 3 4 

^=— j/+ |(Q*e + acrf) ^^(3b^d + 3^c^) -+--435C ~ j*^ 
etc« On peut continuer par dérivation autant qu'on voudra. 

71. Si on veut avoir J?, C, jD, etc. en termes récurrens , on fera pour 
plus de facilité, — J9=fB, =6,^-5-=:©, eic. ; et Téquation 

— B z=z a-^b ci-dessus deWendra afB = ^ t où Ton considérera les quantités 
a et 93 et leurs dérivées comme indépendantes les unes des autres ; et en faisant 
les dérivations par le procédé des n.** 8 et 1 3 , remettant ensuite au lieu de 95 , 
f 9 jD 9 etCf leurs valeurs , et faisant a 7= 1 , on aura les formules ordinaires 

^ :=: — *, 

D zz:z — bC ^ cB — 3d, 

E z=s ^ bD -^ cC — dB — ie, 

etc, 

7d, La première solution de ce problème a été donnée par Albbat Girard 
dans son Invention nouvelle en Algèbre, imprimée en 162g, huit années 
avant la Géométrie de Descàrtes; ses formules coïncident avec celles ci- 
dessus à la fin du numéro 70. I:«es formules en termes récurrens ( n.^ 7 1 ) furent 
publiées en 1 707 , sans démonstration , dans X Arithméticiue universelle de 
Np^tom ; on les a démontrées de plusieurs manières , et on en a fait différens 
usages. Depuis ^ Wàrivg , Laorangb » Eui^r et YAvpBAiiiONPiî ont donné des 
règles OU des formules générales pour calculer la somme des puissances quel* 
conques des racines immédiatement en coëffîciens de Téquation , c'est-à-dire 
indépendamment des sommes des puissances inférieures. Arrêtons -nous tin 
instant à comparer notre solution avec celles des géomètres que nous venons 
de nommer. 
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73. La règle que Vahmrmokdb a donnée sans démonstration dans les 
Mémoires de V Académie des Sciences de Paris , année mi, pag. 3/3 , se 
démontre facUement par nos formules (3) ou (4). Voici cette règle, en 
conservant nos dénominations. 

ce Pour avoir ^« en — ^ , c , — rf , « , — /, etc. , faites avec ces dernières 
» quantités la fonction rationelle et entière la plus générale possible de la 
» dimension n, c'est-à-dire, prenez tous les différens termes de' la forme 
» ^ p. c^ J'' X .... qui peuvent résulter des manières possibles de satis&ire 

» à l'équation 

^-f-Q^ + 3r + etc. = H I 

» P» ^ f ^9 etc. étant àes nombres entiers positif ou zéro ; la valeur de j4^ 
» contiendra tous ces termes ; et le coëfificient numérique du terme quel- 
» conque bP.d.d^ x...* , en supposant /? -H ^ -f- r -h etc. = /, sera 

n. I. Q. 3. . .. (/- 1 ) 

i.7....p X 1. Q.... ^ X I.Q.... r X .... 

» le signe + ayant lieu si n + / est pair , et le signe — , s'il est impair, yy 
En effet, prenons dans la formule (3), n.^ 70 , un terme quelconque 

rt ç". ^«-», lequel, en supposante — m = /, devient db j p*-'*^'; 

il est visible , par les remarques du n.* 53, que i^^'Kb^ développé donne tous 
les différens termes qu'on peut faire avec un nombre / des lettres ^ , c , J , etc. , 
tels que la somme de tous les indices de ces lettres , ou ^ ce qui est la même 
chose , que ip -h 2ç H- 3r-h etc. soit =/4- n — / = /},et que le 
coëfEcient de chaque terme b^. d.d^ x**** soit 

1. Q. 3. . . • (/- 1 ) / 
1. a.... p X 1. a.... y X 1. Q — r X ...-.* 

/étant = ;? 4-^ + r + etc. Donc le terme yp*''-^' de notre formule (3) 

représente l'assemblage de tous ces termes , chacun ayant pour coefficient 

n. I. Q. 3 ( / — 1 ) / n. 1. 9. 3.... (/ — 1 ) 

/ X i.../?X 1. Q... 7X1. Q... rX... i.Q...pXi' Q...^X i.Q...rX... 

Quant au signe -f- ou — , chaque terme de la formule ( 3 ) aura le 

signe — ou H- , suivant que / est impair ou pair , ce qui résulte de l'inspection 

de la formule ; mais si Ton change les signes des i/*, 3.*, 5.*, etc. quantités 

de la suite ^ , c , ^ , e , etc. , on voif par la nature des multiplications que le 

produit 
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produit b^.cUd^ X.»** aura le signe — ou + , aairan^b que /? + 29 + 3^ 
-f. etc. = n sera impair ou pair. Donc , dans ce cas , le signe de bf. c^. d^ x •••• 

sera + , si n et / sont tous deux pairs ou tous deux impairs : il sera , si 

des deux nombres n et l l'un est pair et l'autre impair ; c'est-à->dire , le signe 
sera + si ti + / 6st pair , et — si n + / est impair. 

De plus j dans notre formule ( 3 ) / reçoit successivement les valeurs 1 , 
a 9 3 y etc. , n : ainsi la formule contient tous les termes , ayant les conditions 
prescrites , qu'on peut former avec une seule lettre , avec deux lettres , avec 
trois , etc. et avec n lettres , c'est-à-dire , tous les différens termes de la forme 
b^. c^. £?'' X..** qui peuvent résulter des manières possibles de satisfaire à l'équa- 
tion p -}- Q^ + 3r + etc. =: rij les exposons p 1 ^ 9 r , etc. étant des nombres 
entiers positifs ou zéro. 

74* Donnons à la formule (4)» i^*^ 70 9 un premier développement en c; 
elle devient par là 

^.= (5) 

^•-4. c2 ±: ? ^« - 5. u. c2 zn, ^« - ^ p^. ç^ dz etc. 



« • Q 



2-_-^-6 c5 11: — ^«-7.D.c5±:etc. 

2. 3 ^^ Q. 3. 



71. 71-5.71-6. W- 7 » Q / I 

-S ^Â«-^. c4±:etc. f 

(2. 3. 4. 
les signes supérieurs étant pour n impair , les inférieurs pour n pair. 

76. Maintenant , si l'on distingue les termes de la série ( 5 ) en différens 
ordres ; que le terme zp ^* seul forme le premier ordre ; que les autres termes 
de la première ligne horizontale forment le second ordre ; ceux de la seconde 
ligne horizontale , le troisième ordre ; ceux de la troisième ligne , le quatrième 
ordre , et ainsi de suite; il est clair par nos notations qu'on aura, pour les 
termes de l'ofdre quelconque a + 1 , 

7i(7i-A-i)(n-A'Q) (^g-QA-f- O ^.,.:. Q 

1. (2. 3 . • • • A 

n(n-X'Q){n'h'3) (^"^ A) ^, . ,^. , p 

1. Q. 3 .... A 

w(»-A-3)(»-A-4)-... (»-gA-O j,,.,v., Q 

1. a. 3 A * ^ 

etc., 



6a DucÀXiCui. 

en continuant jusqu'à ce qu'on arrive à des puissances négatives de ^ , et en 
prenant les signes tels qu'ils sont pour A H- i impair , et les signes contraires 
pour A H- 1 pair ; les valeurs de O , -P , Q , etc. étant telles que l'on ait 

O -i- Pz + Qz^ + Rz^ -h etc. = (c + rfz H- ez^ -hfz^ + etc. )\ 
C'est la loi donnée par Euler dans le tome XV des nouveaux Commentaires 
de Péùersbourg , pag. Sy , loi qu'il a tirée par induction des formules de 
Nbw^ton C n.® 7 1 ). ^ 

^6. Si l'on suppose 

A' = — cx*^ — dx-^ — d;r-4 — etc. , 
on aura , (Voyez plus bas le n.* 83.) 

X^ = c2x-4 -f- jy.c^.x'^ H- ç^c^.X'^ -H ç'.c». 35-7 -H etc. , 

^3 = — c^x'^ — Ty.c\x-7 — p3. c3.a;-^ — ç^.c\x'9 — etc., 

et il est visible que les termes du second ordre (n.^74 et 76) seront représentés 

par nXoc^ , pourvu qu'on mette — ^ à la place de a: ; et l'on voit également, 

et très-clairement, que les termes du troisième ordre seront représentés par 

^ — -5 " , en mettant de même — ^ à la plaôe de x après la différen- 

tiation ; que , sous la même condition , les termes du quatrième ordre seront 

représentés par ^ — ^ , ^ , et ainsi de suite : de sorte qu on aura 

-/^« = X* 4- nXx^ H i — 5 1 + - — i ; ' + etc. , 

3 ax 3 1. « àix^ 

pourvu qu'on regarde x comme la seule variable , et à.x comme constante ; 
qu'on ait soin de rejeter les termes qui contiendroient des puissances négatives 
de a; , et qu'après les difFérentiations on change a: en — b. 

C'est la formule à laquelle LÀoaANOE est parvenu , d'une manière différente, 
dans les Mémoires de Berlin , année 1 768 , pag. 26 1 • 

77. Si l'on ordonne le développement en c du n.^ 74 suivant les puissances 
de ^ , la formule prend cette forme 

^n = rp i** dz nb'^'^.c zp nb'^'^n.c 

nb^'Q |p4.c — Ç3,c2 H ^__c^J 
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zfz nb^'i 1 p^- c Ç -^ + 5 — ^'^ f 

'^ Q *^ Q. 3 ^ Q. 3. 4 J 

f . ^ f , ^-8 c „ 71-7. n-8 X X n-6.»-7-«-8 ^1 

ir: »^-9<p7.c pS.ca H 1—- — p3.c5 -i d. c4> 

db etc. ±: n^** { p«-^.c — etc. } ; 
où la loi est facile à saisir , et où les signes supérieurs ou inférieurs ont lieu 
suivant que n est un nombre impair ou pair. Mais il y a de remarquable 
que , si Ton fait attention qu'il ne faut ajouter une puissance nouvelle de c 
qu'aux quantités qui multiplient les puissances de b de rang pair , on déduit 
trës-£picilement les quantités polynomiales , exprimées en c , les unes des autres , 
par dérivation, en suivant la règle du n.® 3o ; et qu'on peut ainsi continuer 
sans peine la série développée et réduite : on s'arrêtera aux termes qui contien- 
droient des puissances négatives de b. 

En développant les quantités en o , la formule précédente devient la série . 
que Waking a donnée au commencement de ses Meditaùiones algebraicœ. Il 
la tirée des formules de Newton. La règle qu'il donne pour la former est fondée 
sur les combinaisons^ et ne diffère pas au fond de celle de Vàndermondb, à 
laquelle elle peut être ramenée ; ainsi nous ne nous y arrêterons pas. La 
solution de Waring a été publiée la première ; elle se trouve déjà dans les 
Miscellanea analytica de cet auteur, imprimés en 1762. 

Remarquons qu'on peut aussi ordonner suivant les puissances descendantes 
de Ç le développement de la formule générale p^cp^^ et y appliquer les 
observations précédentes. Nous laissons au lecteur à faire ce développement. 

PaOfiLÈMB. 

78. Résolvons à présent le problème inverse : connoissant les sommes des 
puissances des racines d'une équation quelconque , exprimer un coëfiicient 
quelconque de l'équation en sommes de ces puissances. 

Si Ton fait 1 =: a, et loga = \/rf, l'équation (a) du n.® 69, savoir, 

C D 

log(A + ^z 4- cz^ + dz^ + etc.) = A — Bz z^ ^z^ — etc., 

donne , en prenant les exponentielles de part et d'/iutre , e étant le nombre dont 
le logarithme hyberbolique est l'unité , ' 

a -h bz -h cz^ -i- dz^ + etc. = ^-^ - ^^ ^ 7^' - T^' "" ••*• ; 
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ainsi tout se réduit à développer le second membre suivant les puissances 
de z. Or on a ( n.^ 3o ) 



a 


e^ 


9 




h — 


mmmm 


«■'.a. 




c — 





Q I. a 




d = 





3 1,Q Q 


e^ 


1. Q.3 


etc.; 









^', 



c D 

il est donc visible qu çn prenant positivement tous les J? , -, -?-, etc. , mettant 

b , c , b , etc. à leur place , et faisant ^ = o , on a (n.^ qo ) pour lin -cojëf- 
ficient quelconque de l'équation ( i ) du n.^ 68, 

a« = — p«-'. b H p«-».b2 — TP«"5.b5 + etc. zn. -b»; 

ou bien , en écrivant les termes dans un ordre inverse , 

a. = zr: b« dr ; — ^,D.b«-» in ; — rp^.b»-» 

^^i. g#..n i.Q...(/ï-i) ^^ 1.3. ..(»-Q)«^ 

1 ^ . - 1 



', — ^. p3. b«-5 qr etc. H p«-^b2 — p»-*-b. 

1.3...(/î-3) ^ ^^ l.Q^ ^ 

Les signes supérieurs ont lieu si n est impair , les inférieurs , si n est pair. 

Ces formules , dont la loi est fort simple , se développent par les régies des 
numéros 47 et 43. Waring a aussi donné pour la solution de ce problème, 
une formule qu'il forme par les combinaisons , et qui s accorde avec les 
nôtres ; elle se trouve dans ses MediCationes algehraicœ , cap. I, probl. III , 
coroll. , ainsi que dans son premier ouvrage de 1762. 

(V.) 

7g. Nous rassemblons ici plusieurs remarques, utiles dans différentes occa- 
sions , et qui servent à donner plus d'étendue à la méthode. 
Si on ne vouloit pas ordonner le développement de 

<P{eù + ffx + yx^ + }x^ + etc.) 
suivant les puissances de a?, mais par rapport aux quantités (p«, D(p^, p^(p«, 
etc. , on trouveroit 

: CP» -f- i>(P«. {C^ -+- n. ff. x2 -f- p2.e.j:3 H- ^\Ç.x^ + etc.} 
+ p2(pi:t. {ff^. c-C^ ^ D.ffa.ojS -f- Ç2.f3.a;4 -+- pS.Ça. a?5 + etc. } 

ç3(pa.{e5.a;5 + ^.^.x^ + Ç2, f3. ^5 4. ^\Ç\x^ H- etc. } 
etc. , développement 
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déreloppement qui se trouve en même temps ordonné par rapport aux 
sions des lettres €j yj Sj etc. , et où les quantités placées dans la même ligue 
horizontale dérivent les unes des autres avec la plus grande facilité au moyen 
de nos règles. K 

On peut parvenir bien simplement à l'expression précédente, car il sufEt 
de faire ffx 4- yx^ + ^x^ 4- etc. = ;r» et, après avoir développé (p(« + ;r), 
de mettre à la place de tt 9 n^f tt^ 9 etc. leurs valeurs en séries. Ce dévelop- 
pement a de Fanalogie avec celui des numéros yS et 76. 

8o. On n*a considéré jusqu'ici que des polynômes de la forme 

« + ffoj -h yx^ + Sa^ H- etc.; •...(a) 

il convient de Êdre quelques remarques sur les cas où les exposans des puis- 
sances de X dans le polynôme ne suivent pas la série des nombres naturels 
o 9 1 9 Q 9 3 I etc. 

Si l'on a 



(P(« + ff+y + J+s + etc. ) . . . . (^) 

à développer , il suffit de Êdre x = 1 , dans la série du n.^ 33 ^ et les règles 
des $§• II et ni s'appliquent à ce cas ; ou bien , si on veut ordonner le déve- 
loppement suivant les dimensions des lettres C9 y ji^ etc. 9 on fera x = 1 dans 
la formule du n«^ yg. 



81 • Si les exposans de x dans le polynôme de 

(p (ccocP -h Cx^ + yjî' + ^«' + etc. ) .... (c) 

sont quelconques et qu'ils ne suivent aucune loi , on pourra faire le déve- 
loppement de la manière suivante. On fera cc^ ^=^j Coci = A, y j/ = c, etc. 9 
et Ion développera (p (a + ^ + c -h etc.) 9 ce qui ramène ce cas au précédent; 
après le développement 9 exécuté par la règle du n.® 3o, on remettra pour 
a 9 6 9 c 9 etc. leurs valeurs. Si l'on veut ordonner la série suivant les dimensions 
des lettres C9 y 9 J9 etc. 9 on développera (p(a-f-^-Hc-4- etc. ) d'après la 
formule du n.^ 79 , et l'on remettra de même pour ^ 9 ^ 9 c, etc. leurs valeurs. 

On voit que dans ces cas la série ne sera pas ordonnée suivant les puissances 
de a:. 

82. Examinons quelques cas particuliers. Supposons d'abord qu'on ait 

(p{Gx H- yx^ 4-^x5 + eoc^ -f- etc.); ....{d) 

on fera Cx = a 9 y x^ = ^ 9 ix^ =: c , etc. 9 et après le développement on 

R 
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remettra am lieu de a , ^9 c , etc. leurs valeurs; ou bien, en r^ardant os 
comme inrariable, et C) y 9 ^9 etc« comme rariables et tels que d. C = yx , 
x>. y = <^x 9 n. ^ = 0^9 etc. 9 on amra9 de Tune et de Fautre manière (n.® 3o), 

-f- Ç^if^ecJP. y^JC* -+- Ç'^pffa:. 21 y ^o?^ «4- etc. 

Les termes de la série ne sont pas ordonnés suivant les puissances de x ; 
ils le deviennent cependaM si la fonction (p indique une puijMance quel- 
conque 9 et ils le deviennent encore 9 au premier terme près 9 lorsque la 
fonction (p indique un logarithme 9 car alors 9 le premier terme étant log Cx^ 

le second sera ^ — = C'^yx. 

83. Si les exposans des puissances de x dans le polynôme forment ime pro- 
gression équi-différente ou arithmétique , comme dans 

(P(« -f- Cxi' H- ya:*/ -h Jfx*/ -+- etâ)9 ....{e) 

quel que soit p , mais le premier terme ce étant sans x ; on développ§nL encore 
comme à l'ordinaire (n/ 3o ) 9 et la série résultante sera ordonnée par rapport 
aux puissances de x ; elle aura cette forme 

A + Bxf -^ Cx^F -H Dx^F + etc. 

Pour s*en convaincre on n'a ^'à faire xP =z ^9 et alors ce cas rentre dans 
le C4Q ordinaire ; oq remettra ensuite Xf 9 au lieu de / ^ dans le résultat. Nous 
avons mis la condition que l'exposant de x soit zéro dans le premier terme cù 
du polynôme ; autrement, x entreroit dans les quantités affectées de la 
fonction <p dans le développement. 

Dans le cas particulier 9 cependant 9 où il s'agit d'élever le polynôme à 
une puissance quelconque m 9 le premier terme ec peut aussi être multiplié 
par une puissance quelconque de x. Ainsi 9 s^il faut développer 

{^XF -H ÇxF-^i H- yxf 4-aj ^. Jxf + 5f ^ etc.)* 9 ••••(/) 

où les exposans forment une progression équi-dififérente quelconque 9 on n'a 
qu'à développer tout de même que si l'on avoit 

(a H- ffx H- yx^ H- (Jx3 4- etc.)*: 

la série résultante aura cette forme 

Ax^F -H Bx^F-i-i -H Cx^F-^if ^ Z>x»F + 5f ^- etc. 9 
et les yaleurs deAj£,Cy D, etc. seront les mêmes que 1- on auroit obtenue» 
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en déreloppant (« •+- Ca: •+- yx» -j- etc.)"; car Texpression (/) est égale 

laquelle, en faisant x^ = y ^ devient 

x'^p(oc +6*7-4- 7/2 _|_ Jj5 -f- etc-)". 
Ainsi, si Ton demandoit le terme sans x, c'est-à-dire affecté de x^, dans 

puisque cette formule est la même chose que celle-ci 

x-^«(a H- ffx + y«« + Sx^ + sa:*)*, 

il snffiroit de prendre le terme affecté de x^ dans 
c*est*à-dire de développer , à la manière ordinaire , ç ^*. ^. 

84* Dans les cas où les coëfficiens du polynôme sont affectés de dénomi- 
nateurs numériques ou autres , dont chacun est composé dW facteur de 
plus que le précédent, comme dans ce polynôme 



on peut , pour développer une fonction quelconque . d un tel polynôme » 
comparer la fonction à la formule générale 

cp (« -H ff^ -H ya;2 -f- ^x^ -f- etc.) , 

iBt, après avoir développé cette dernière , substituer p ^ -2^ , — ; — p , — 7~f7 — rrr 

etc à la place deecj C, y j ij etc. respectivement. Mais, on peut aussi se passer 
de ces substitutions et faciliter le développement par le procédé suivant. 

On fera les dérivations à la manière ordinaire n.^ 3o, conune s'il n*y avoit 
pas de dénominateurs au-dessous de ^, r^ s^ etc. ; on aura soin seulement, 
toutes les fois qu'il faudra changer une des lettres p^ ç ^ r^ s j etc. dans la 
suivante, de ne faire ce changement qu'en donnant à cette dernière lettre 
un facteur au dénominateur, ce facteur étant toujours le dernier de ceux 

qui divisent la lettre dans le polynôme. Ainsi on changera /? en -^, , ^ en 

r s 

—jr- , r en —m , etc. 

En effet , on voit , avec un peu d'attention , que ce procédé doit mener 
aux mêmes résultats que les substitutions. 
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c d 

Ainsi (p(a -4- i» H- — x^ H ça?5 -|- etc.) se développe par la 

règle du n.® 3o , pourvu qu'en changeant les lettres on change a enb ^ b en 

-, c en ç I a en - , etc. 
9 j 4 

Pareillement (P ( — \ r a? H ^ — x» -t s — î x^ -+- etc. ) se déve- 

,^^« Q. 3 Q. 3. 4 Q.3. 4.3 ' 

loppe par la même règle , pourvu qu'en changeant les lettres on change a 

b j c d 

en •=• • * en - , c en -^ , etc. 
3 4 5 

Réciproquement , s'il falloit changw tme des lettres p%g ^ r , etc. en ceQe 
qui la précède, comme au n.^ 36 , il ne &udroit pas changer , par exemple , 
j en /', mais en tu^" r; on changeroit de même r en m^'ç^ q en m! p. 

Nous aurons occasion de faire usage de ces observations. 

La forme {g) revient souvent dans la théorie des suites, aussi bien que 

celle-ci ^ ^ mfi/.x -^ m'm''r.x^ -h m'Tnf'm'''s.x^ ^- etc (h) 

Si Ion avoit à développer une fonction quelconque d'un polynôme pareil 9 
on pourroit , ou la comparer avec la formule 

(P(a -i- ff'X; -H yx^ H- ix^ H- etc.), 
et , après avoir développé cette dernière , substituer p , m^ç , m'm''r , etc. à la 
place de £0 , C 9 79 etc. respectivement ; ou , ce qui est plus simple , faire les 
dérivations par les régies données dans le $. II , comme si ^ , r, 5 , etc. n'étoient 
pas multipliés par des facteurs m' , m'' , mf^^ , etc. ^ en observant seulement 
que , quand on change une lettre dans celle qui suit , il faut changer p 
non en y , mais en m'y , y en /n'V, r en to'''j, et ainsi de suite. 

Réciproquement, si , pour prendre une dérivée inverse, il faut changer ime 

lettre dans celle qui la précède, on changera s en — ^ ', r en-^, y en -^,. 



Ainsi , on développera facilement la fonction 

^( a -H bx H- 1. %cx^ "+^ 1. Q. 3 dx^ H- 1. 2. 3.4ea;4 -h etc.). 



ARTICLE 
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ARTICLE SECOND. 

Dévelnppemens ei0séries des fonctions de deux ou de plusieurs 
polynômes ordonnés suivant les puissances dune même lettre. 

85. Dans les développemens que nous avons exécutés par la méthode 
simplifiée , nous avons considéré des quantités fonctions d'autres quantités ; 
il convient à présent de nous occuper plus particulièrement des fonctions de 
quantités indépendantes les unes des autres , et de donner , pour développer 
ces fonctions , des méthodes de dérivation simplifiées , telles que l'on puisse 
écrire sur le champ le développement tout réduit et en trouver ûnmédia- 
tement un terme quelconque. 

Avant de résoudre le problème général^ nous allons nous arrêter à des 
cas moins étendus, qu'il est avantageux de traiter séparément, tant parce 
qu'ils se présentent très-souvent , que parce que leur solution sert à £Eiciliter 
celle du cas généraL 

s- I" 

Des produits de plusieurs polynômes et de plusieurs fonctions 

de polynômes. 

Problâmb* 

86. On propose de convertir en une série de la forme 

A -H Bx -4- Cx^ -h Dx^ 4- etc» 

le produit d'un nombre quelconque de polynômes indépendans , ordonnés 
chacun suivant les puissances de x. 



Pour résoudre ce problème , nous passerons du cas le plus simple , où l'on 
n'a que deux polynômes , aux cas , plus composés , où Ton a trois , quatre , 
etc. polynômes à multiplier entre eux. 

Supposons donc qu'il faille convertir le produit 

(a -^ hx H- cx'^ -H dcx? -H etc.) X (<» -H ff*» -H •fX^ -H l^ H- etc.) 
en une série de la forme 

A -H Bx H- Cx^ -f- Dx^ tH etc. 

s 
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TefiFectue tla mtdtlplication à la manière ordinaire , en ordonnant suivant les 
puissances de x , et je trouve 



a» 



aÇ 


X -f- ay 


x» - 


f- ai 


x' -t- as 


bcù 


H-^C 




^- by 


-^bi 




-t- cec 




f- cÇ 


-+- Cy 






■■ 


¥■ d» 


-h- de 



etc. ; 



ecù 



la loi des quantités qui multiplient chaque puissance de x est des plus simples , 
de sorte^ qu on' peut en conclure le coefficient d un terme quelconque affecté 
de x". 

Pour ramener cette solution aux dérivations, j'observe que l'on a ^ sn.a, 
c = p^.^j d = p^.a; etc. , Ç = d.« , y = p^.« , ^ = p'.^ ^ etc. ; -/^ = a^p , 
qui est l'origine des dérivations ; i? = d. (««), C= p^(tfa(), X) = p5.(a«)| 
etc. : ainsi , en exprimant les coëfEciens précédens en dérivées , on aura 



>df = 


= «« ) 


^ = 


= D.(â!«) 


c = 


= p»-(«») 


i? = 


= p'-(««) 


E = 


= p*-(««) 



^* p^* ^ ^ ^* ^* ^* ^ *^ p^* ^* ^ » 



= a* p*^. o( -H D* lï, p^. fl( -H p2. a. d. (af ■+- p'. â(. 00 9 

= a.p4.af -H ii.a.^\eù + p^.«. p^.« -H p'.^.D.^» -H p*.a.«, 
et ainsi de suite. De là résulte la proposition suivante. 

T H ^ O R è li B. 

87. Si les deux quantités a et « sont indépendantes l'une de Tautre , ainsi 
que leurs dérivées , la dérivée divisée de l'ordre n du produit a ce sera donnée 
par cette formule 
p«. (^£(0 = .^-p^a •+- i>.^.p»**.« -H p».tf.p«-^<» -H p3.tf.p«-3.^ ^ etc. 

où chaque terme n'a d'autre coefficient numérique que l'unité , abstraction 
faite de ceu;^ qui sont indiqués par les c au-dessous du signe d. 



88. Changeons n en n 4- 1 , la formule précédente devient 
Ç»-^*.(^«) := a.p»+i,fl^ ^- p.a.p».«-Hç>.a.p'»-»,»-i- p^. ^. p» • â^ ^ ^ etc. 

•i l'on compare cette formule avec la précédente ^ on ea conclud cette régie 
de dérivation. 



R £ o I. B. 

Pour déduire le développement de la dérivée divisée ç**"*"'. (^«) de celui 
de p*.(a«) quon suppose donné, a et ec étant des quantités indépendantes; 
1.^ dans chaque terme ne faites ^varier que ec ou sa dérivée, et prenez-en la 
dérivée divisée suivante , laissez a et ses dérivées telles qu'elles se trouvent. 
2.^ dans le terme seul qui renfermée et, et la plus haute dérivée de a , faites 
encore varier la dérivée de a , et prenez - en la dérivée divisée suivante , en 
laissant le facteur où tel qu'il est. 

Au moyen de cette règle on tire successivement et sur-le-ckaSip 1 de Ai=iacù% 

B = aÇ H- hcù } 



c = 


= ay -+- bC -i- Cfl», 






D = 


= «J -f- ^y H- cÇ H 


- »tKt 




E = 


= «g H- ^^ -t- cy -+ 


- dC -\- 


- e» , 


F - 


= a^ -^ bs -h cS -i- 


- dy H- 


. eÇ. 



etc. y comme n.^ 86. 

89. Le théorème et la règle précédentes suffisent pour développer le produit 
ou un terme quelconque du produit de tant de polynômes qu'on voudra. 
Pour le faire voir , nous allons les appliquer aux produits de trois et de 
quatre polynômes. 

Proposons-nous donc de convertir le produit des trois polynômes 

a -I- ba5 -+- cx^ H- bx^ 4- etc. , 
a -H ^x -H cx^ -H dx^ H- etc, , 
ec ^ Sx -h- yx^ H- Jx3 + etc., 
en une série de cette forme 

^ -4- J9a? -4- Cx2 -4- Z?x5 -+- etc. 



Le terme sans x est A = aaec y c est Forigine des dérivations : je considère 
le produit aa comme une quantité simple p , de sorte que j'aie A =: pecj ce 
qui ramène le problème au précédent ; j'aurai donc, par le théorème du n.^ 87, 

aa.^\cc -H D.(aa).ç«- *.» -H ç^- (oa). p« - «. oj H- etc. -H p«-». (<U2).d.«-h p'.(aa).«, 
où l'on observera que les quantités entre parenthèses sont elles-mêmes sujettes 
à la règle du n.^ 88. 



\ 
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Le développement des termes successifs de la série se fait par dérivation 
avec la plus grande facilité , et l'on trouve ainsi sur-le-champ 

A = aa. «9 

ia)C -+- (ac -H 6^ -H ca)ecy 
ba)y -h (<ur-f- f>b -h ca)C-^(fid + 6c+ ti H- ba)eif 
ia)S -H (ac 4- bÀ -H ca)y -f- (<u/ -+- bc -f- c^ -f- ba; Ç 
^^ 4- (aa H- b^ -I- c<^ -H b^ H- ea)« , 

Il est visible que pour déduire E de Dy par exemple , il sufHt de changer 
dans J91es quantités Sjy^CjxensiS^yjS respectivement, et de faire une 
dérivation sur la seule quantité {ad ^ hc ^ cb ^ ba) qui multiplie «. 



B = 


= aa.C •+• («b 


C Zi 


= «0.71 -+- (a^ 


.jD = 


= aa.i -)- (o^ -f 


E = 


= AO.* -+- (0^ - 



90. Développons à présent le produit des quatre polynômes 



81-4- 5Bx -t 


- (5x2 ^ Dj;3 4- etc. , 


a -f- bx 4 


- cx2 H- bx' -H etc., 


a -f- ^x -f 


- cx^ -f- dx^ -4- etc. , 


a 4- ?x -( 


- yx2 4- Jx3 4- etc. , 


en une série de la forme 




A -h £x - 


+- Cx2 -f- X)x3 4- etc. 



L'origine des dérivations est A = 3laa«, que je partage en ces deux 
facteurs 3(aa et eci et, considérants! a a comme une quantité simple, le théo- 
rème précédent donne 

p».(2laa.«) = 2laa. p».« -f- D.(2r(Ui). p«-».« -+- p^. (2i^).p«-a. ^ ^ etc. 

+ p«.(3laa).«, 
où l'on développera d. (3laa) , p2.(2laa), etc. comme au n.® précédent. 

On trouvera par dérivation les coëfficiens des termes successifs de la série 
ainsi qu'il suit, 

£ = 8l<uz. C + {2lrt. ^ -+- D. (3I«).a} « = 3r<wt. f -|- {<» a. * -t- (3» -+- fBa) a} «, 
0=2t<Uï.y -H{9la.*-l-(2Ib + S8a)a}ff-l- {«a.cH-(2lbH-»a}*H-C3ïcH-»b-f-Sa)«}«, 
X) =2(aa.J-J- {aJa.^-t-(3lbH-95a)fl}y + {aia.c-+-(2lb + »«)* -l-(SIc -+- »l> 4-ga^a} C 
4- {2l«.<i 4- (2lb 4- aîa") c H- (31 c 4- »f>-+-6a)*4-(2tt>4- »t -H 6b 4-î>a)a}«, 
etc. , et , en faisant attention aux emboltcmens , on continuera avec la plus 

grande facilité autant qu'on voudra. 

Ne 
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il 

Ne négligeons pas d'observer qu*on peut aussi partager 9itia» en ces deux 
acteurs 9a et a«, et qu'alors le déreloppement , quoique dilTérent du pré^ 
cèdent pour la forme , sera cependant le même pour le fond ; et ^'on tf ouYeta 
par dérivation 

^B = 9iCi{aC + b») H- («b + »«)««, 
C = «a(tfy + ^+ c«) -H (5» + »«? (aÇ + *^) -h(«i + »* + <«)^*, 
13 =r 9ia(ai + by + cff + ^«) + («b + »a) (ay + *ff + cé$) 

+ («c + »b + €a)(aff + be$) -H («b -h »e + Cb + Ji^)au^ 
etc. 

On peut partager %aaci en fisicteurs de trois manières , et l'on aura 
^, = p«.(8ïaa.«) = p«.(«a.tf») = p".(«.aa«) 

= «oa p*.« + D. (Sloa). p*" '. « + p2.(8l(uz). p« - «. « + etc. •+• p*. (Sloa). «v, 
= ««•?••(««)-+- n.(«ii).p*-'.(iai«) H- p2.(a[a).p»->. (a«)-H«to. -Hp"-(«a>tf£^, 



gi. Rien n'est plus &cile que de calculer un terme quelconque indépen- 
damment des précédens. Donnons-en un exemple. 

On demande le 5.^ terme du produit des polynômes 

Sl-h-SB-t-CH-etc. , a-f-b -f-c-Hetc. , aH-^-f-c-+-etc. , «^^-?+7^-etc. 
L'origine est ^ == Staa «, et le 5.® terme sera indiqué par p4. SIaa«* 

On ^t un premier développement , qui donne 

ui^ = aiaa.a -H D.(3Iaa).^ 4- p2.(*Ui),y -f- p3.(ji^).,ç ^ p4.(*a^).«} 
on calcule présentement , en les faisant dériver les uns des autres ^ les déve- 
loppemens de n. (Sloa) , p^. (aton) , etc« , ce qui se fait facilement ainsi qu'il suit^ 
i).(ff«a) =1= «0.^ + («b + »a)a, 

ps«(9bus) =: «i.c + («b + »a)^ -f. («c + $Bb + «a)a^ 
pS.(«aa) = «â^^-H (S(b + »a)c -^(«c + $Bb + 6^)^ -H («b + »c + Cb + î)a)a , 
p4. («iui)=^«ii,tf-^(«b + aw)ii? -h («e + »b + Ca)c -h («b + 8Bc + «» + ÎD«)* 

• -h («t + »b + «e + ©b + «Otf* 

Ainsi on trouve pour A^ , tout développé y 

^.{«aii4-(«b + «(i)cH-(«U + S» + Ca)*H-(«>H-»c4-«b4-©tt)^>e 

^ {«a€? H- (3lb + Sà^)d + ^ -». »b -h €•>> -+• («b -+- SBc 4- » ^ ©«)* 

(«f 4- »b 4- €c 4- 2* H* ««)«>»* 

T 
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92. n sait encore des fommles générales des n.* 87 9 et 88 que ponr déisiie 
une dérirée dirisée de la dérivée dirisée de Tordre immédîatemenî sapé* 
rieur, on a la régie suirante. 

R Ê G L B. 

Pour remonter du développement donné de p*. (aa) à celui J^ p* - >. {^ «) , 
rejetez le terme où se trouve a multiplié par la plus haute dérivée dàisée 
de a} changez dans les autres termes chaque dérivée divisée de ^ en sa 
dérivée divisée inverse. 

Cette régie , convenablement étendue 9 s*appliqae aux dérivées d*an produit 
composé d'un nombre quelconque de licteurs, comme on peut le^Toir en 
examinant sur les cas des n.^ 89 et 90 de quelle manière ducune des quan- 
tités A ^ B j C^ Df etc. dérive de celle qui la suit. 



93. Le cas suivant est remarquable , principalement par les notations aux- 
quelles il conduit : nous prendrons un exemple particulier , car on verra 
aisément que le procédé est général. Supposons qu on ait à multiplitf entre 
eux cinq binômes de la forme a + x , et à ordonner leur produit 

(a +x)(a* + x){a" + x) {a"* + x){a^ + j?), 
suivant les puissances de x; le résultat aura cette forme 

et Ton sait par la théorie des équations, que A =: aa^a^a'^a^'^ , que B^C^D^ 
E sont respectivement les sommes des produits des cinq quantités a^ct ^ a", 
a"', a'^ , prises quatre à quatre, trois à trois, deux à deux , une à une , et 
que F=: 1. 

Dun autre cAté, A = aa^a^^a^^a^ est l'origine des dérivations; lespre^ 
miéres dérivées des quantités simples a , a' , a" , etc. étant égales à Funité , 
seront désignées par oa, na' , etc. , sans point après le d , et leturs dérivées des 
ordres supérieurs au premier seront toutes égales à zéro. Donc il fiiudra aussi 
désigner les dérivées successives divisées de aaW^a^a^ par D(aa^a"tf'"a'^) , 
p3(a/x'a"a'"a'^), etc. sans point après le n. On aura ainsi 
D {fl a^a^^a^'^a^" ) = la somme des produits des cinq quantités prises quatre à quatre, 
p3(aa>d"A'"a"') = la somme des produits de ces quantités prises trois 4 trois, 
p3(a tf'a"a'"a'^) =3 la somme des produits de ces quantités prises deux à deux, 
p4(aa'a"a'"a'^) = la somme de0l)inq quantités, 



De là on conclud en général qu'en exprimant par uàfa^^a^^ x*.. a*"' U 
produit de m quantités di£férentes , l'expression 

p«-r(aa"a"tf'«X .. .• a""») 
désigne la somme de tous les produits difFérens de ces m quantités prises r kr% 
où l'on peut ifèmarquer que le nombre r des quantités qui entrent dans chaque 
produit , est toujours égal au nombre m de toutes les quantités moins l'indice 
de D ; car , en supposant cet indice = n,ohan = ??^ — r^etr = ?» — n. 
Cette expression sert non - seulement à indiquer d'une manière abrégée la 
somme des produits , mais elle renferme encore la loi du développement , 
c'est-à-dire , la manière de former tous ces produits. 

94* En effet , si par exemple on vouloit calculer immédiatement la somme 
des produits de cinq quantités prises trois à trois , il faudroit développer 
p5-3(^^i^"^in^iT) ;^ ^^Çaa^a^'à^a'''). En faisant attention qu'icip^^, p'a, 
etc. p^^S etc. = o, on aura (n.^ 87) 

p2(aa'a"a"*a'^) = d (a a' a" a"*), du''' + ^^{aa'a'W).a'''i (1) 

mais on a aussi 

et D(aa'a") = aa^Bà"' H- D(aa'). a"; 

donc D(atfû"a'") = aa'a^'Da"' 4- [aa'Do" -4- (aDa' + DC. a')a"]. û'", 

et de là j par dérivation , 

H- Dtf.na'.a"]. a'" 

et mettant ces développemens dans la formule ( 1 ) , elle devient 

pa(^A>^"^i"a'^) = .... (2) 

-j- {[tfa'DO** -h («D^z' + Da.^ï')a"]Da'" H-[(aDa' -h Da.a")Da"-+-D^aî.Da\a"].a'"}a'% 
Si à présent Ion met partout dans (a) l'unité à la place de na , d^S na" , na'", 
x>a'^, que nous n'avons conservées sous cette forme que pour faciliter les 
dérivations ; la formule ( q ) devient la somme de tous les produits de cinq 
lettres prises trois à trois. 

Pour développer ç« - «^ ( ^z a'a". . . a" ' * ) , on peut partager le produit aa a". . . a"» -« 
en facteurs de différentes manières , ce qui donne des développemens de 
formes différente? et conduit à des théorèmes sur les combinaisons que nous 
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fte pourrions placer ici quan nous écartant trop de notre objet principaL 
Revenons aux polynômes. 

gS. Si au lieu des dérivées divisées de £i€c ( n.® 87 ) > on veut avoir une 
dérivée non divisée, d'un ordre quelconque, D*.(â^«) ; il est clair qu'il sufEra 
de multiplier tous les termes de la dérivée divisée du même ordre n^ par 
1* (2, 3. • • • /2. Mais, r étant supposé <^ n , puisqu'un terme quelconque de la 

dérivée divisée p^C^ev) est 

1 
c "* 1. Q.3.... r X i.2.3...(»-r) * 

il est visible que ce terme , étant multiplié par 1. q. 3 . • . n, devient 

i-T — X_ii/.a.D«-^«, 

1* s» 3 • • • • • • I 

où lé coëfiicient numérique devant D^a•I>"*^e« est le même que celui de 
a^c^'^ dans le développement de {ec -¥ à)\ On aura donc, pour la dérivée 

non divisée , la formule 

(, fim n* 1 7i.7i-i.7i-a . - 

ace) =^. D».«-+- 7iD.a.D«-'.«H d^. a. d«-^«H =— n^« ^•d**^« 
1. Q 1. Q. J 

+ etc. + 7lD«-'.tf. D. « -f- D*./7. ec , 

les coëfficiens numériques étant les mêmes que ceux de la puissance n du 
binôme ^ + a. 

On voit de plus , qu'on obtient la même formule pour d^ (aec) , en déve- 
loppant ( « + ^ }" 9 pourvu qu'après le développement on change généralement 
a' en D^ a ^ ec' en d'. ecy et a^ en D^.a = a , e^ en jy^. ce ^= ec* 

96. Puisqu'un terme quelconque de la dérivée divisée p*«(aa«) est 

et que, pour avoir la dérivée non divisée D".(ad«), il Ëtut multiplier tous 
les termes par i.2.3... n} le terme précédent knultiplié par ce produit sera 

1. a r X i.Q s * 

où le coefficient numérique est le même que celui du terme a^a'ec"'^'' dans 
le développement de la puissance du trinôme (a+a + cc^. 
« En continuant ces raisonnemens , il est visible qu'on a généralement 

7i.7t-i. 7I-Q.71-3 . . * . {n-p'^-r-s -ej^c. + 1) 
I. a....^ X j.a....^ X i.a... r X 1. 2...^ X ... 

pour 
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pour le coefficient de xaM.i^^.a>.j/.a^.v.c^^^. X •••• dans le déyeloppement 
de B'.Caa'a^a"'....) > coefficient numérique qui est aussi celui du terme 
tff.a^.iï"''.a'"' X • • • • de la puissance (a + a» + a" +a"' + etc. )•. 

Puisque Ton a d'un côté, en regardant a» comme une quantité simple , 

i>".(atf«) = D".a.a« 4- nD«-».a.D.(a«) -+- D«-^a.D».(a«) h- etc. 

1 • * 



et que, d*un autre côté, on a pour la puissance n du trinôme a + a + «, 
(a +a +«)» = (t"(a + «)°+/»a«-*(a + «)i+ _^a«-*(a+«)^ + etc. 



que d'ailleurs, n.^précédent, (a + o^/ développé donne D^(â«), en changeant 
les exposans en signes dérivatifs du même ordre ; il s ensuit que Ion aura 'le 
développement de D"«(aa«) en développant (a + ^ + «)'' comme n.^ 3i , 
pourvu qu'après le développement on change les exposans en signes dérivatif 
D affectés d'indices égaux & ces exposans , et qu'on ait soin de changer aussi 
«0, tfo, 1^ en D^.a, vP.a^ do.« , c'est-à-dire, en a, a, «; ou, ce qui revient 
au même , pourvu qu'on donne trois licteurs à chaque terme , en suppléant 
k ceux qui manquent par celles des lettres a , ^ , « dont les dérivées n'entrent 
pas dans le terme. Ainsi puisque , n.^ 3i , on a 

(a + tf + «)• = 

+ etc.. 

1. 2 1. 3. 3 

on aura aussi D'*«(aaiy) = 

1. Q 

• 1. Q 1. Q. 3 

Kous venons de faire voir que la correspondance qui existe entre les puis»* 
sances des trinômes et les dérivées du produit de trois quantitéis , a lieu par 
cela même qu'elle a lieu entre les puissances des binômes et les dérivées du 
produit de deux quantités : de là on conclud , en suivant la même marche , 
qu'elle a encore lieu entre les puissances du quadrinome et les dérivées du 
produit de quatre quantités ; et partant , qu elle a lieu généralement pour un 
nombre quelconque de termes dans le polynôme d'une part , et de l'autre , 
pour un môme nombre quelconque de quantités multipliées entre elles. 

U 



i 
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Donc on aura le développement de d*. (aa'a".... a**'*) en développant 
(a + a' + tf" + etc. + a"-»)« comme n.® 3i , pourvu qu après le développe- 
ment on change toutes les puissances en dérivées du même ordre , et qu'on 
donne à chaque terme le même nombre m de acteurs , en suppléant à ceux 
qui manquent par celles des lettres a , ^' , a" , etc. dont les dérivées n'entrent 
pas dans le terme. 

La démonstration que nous venons de donner de ces homologies, nous 
parolt simple et rigoureuse : notre objet n'étant pas d'en traiter ici, il sufEt 
d'avoir montré comment on y est conduit par notre calcul. 

Problème. 

97. On propose de développer le produit de deux fonctions quelconques 
de polynômes, 

(p(a + ^j? H- cx^ H- dx^ 7+- etc.) X >j/(« -H ffo? + yx» -f- Jlr3 -j_ etc.), 
en une série de la forme 

A + Bx + Cx^ -H Do^ -H etc. 



Première solution. Il suffira de mettre (p a à la place de a et \[/ « à la place 
de Où dans la solution du n.* 86, et l'on aura par le théorème du n.^ 87 , pour 
le coefficient d'un terme quelconque affecté de o:'^ , 

An = p"-((Pû.\|/«) = (pa.p*.>J/^ H- D. (pa. p*-*.\|/« -+- p^. (pû.ç""^\|/« •+• 

p5. (pû.p*-'.\j/« -H' etc. -f- p".(pâr.\{/a^ 

Bien n'est plus aisé que de développer cette formule , d'après le n.** 49 et 
les règles des n.^ 3o et 36 , et par conséquent de calculer un terme quelconque 
du développement indépendamment des autres. 

La régie du n.^ 88 , jointe à celle du n.^ 3o , donne le moyen de fûre 
dériver les coëfficiens des termes successifs les uns des autres , et l'on trouve 

A :::=: (paX \|/«, é 

B =si <paX D\{/de«? + D(ptf.^ X^cù, 

C z=i (pax (d\(/«. y H- p^(p«. ff*) •+- Jy<pa.b X i>4;«.ff-f- (n^a. c-t- p^<pa. b^) X %p«, 
D =z (pàX (dx(/«. J-|-p2(pe».Qgy + p3(p«.e5) 4- i>(pû.* X (D\|/«.y + p^|/«.ff^) 
4- ipcpa.c H- p2(pa.ia) X D\|/«.ff H- (D(pa.d + p'(pa» ^bc H- p^cpa. ^^) X \|/« , 
etc. 

98. S'il s'agit de développer le produit de trois fonctions de polynômes, 
5^(a-i-*a?-+-w?a-+'etc.) X (p (a -H ^oj-f-ca^a -(-etc.) x ^/Cof + Cx+yx^-f-etc); 
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<m mettra pareillement 3^4, (pu, \|/« à la place de ^^ a, i$ respectivement « 
dans la solution du n/ 8g , et Ton aura 

^« = P"- (%«•<?«• ^|/«) = 
^a.(pa.p*.\{/« + D.(5^a. (p a). p« -'.>(/« + p^'(%^*^<»Vp*'*»4^« -H ©te, 

où Ton développera D.(^a.(pa), ^^*(x^'(p^) f etc. , comme on vient de 
développer d. ( (p a. \j/e« ) , p^. ( (p a. \j/ « ) , etc. 

On voit ce qu'il y auroit à faire si Ton vouloit développer le produit de 
quatre ou d un plus grand nombre de fonctions de polynômes. 

Appliquons tout de suite cette solution & un exemple. 

Exemple. 
99. Développer le produit des puissances quelconques r et x de deux poly- 
nômes, ^a -h bx -h-cx^ + dcc^^etcy X (cc-hex'+'yx^ -hix^ -i-elcy , 
en une série de la forme 

A -h Bx -f- Cx^ + Dx^ •+- etc. 

On fera, n.^ 97, (pa= o^ et yl/ec = «' ^ et Ton aura , pour le coefficient de a^^ 
An = g".(a^«') = û^p^«' + I>.a^p••*•i^ •+- p^.û^p»-*.»* •+• etc. 

H- p•->.û^D.«' H- p».û'.«', 

où il n* y a plus qu'à effectuer les dérivations indiquées , au moyen des règles 
des numéros 3o et 36. 

Si on veut déduire les uns des autres les coëfficiens successifs ^ , J9 , C, 
D 9 etc. , on y parviendra , par les règles des n.^ 88 et 3o , comme il suit. 

e=ar(,^.iy_4_^l£:i^-af2)-t-rû'-«*.J«'-'e+(ra'->c + -^-^ar-»^)«', 

K S» S"! ^ M S» S" ImS'^ <Ml\ 



1. a 1. a. 3 

^ l.Q 1. Q. i 
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1. Q '^ 1. Q. 3 

^ 1. Q ' ^ ' 1. Q 

^ 1. 5 j. Q. 3 

et ainsi de suite. 

Si Ton veut le développement du produit de trois puissances de polynômes, 
( a + bx + ca?2 + etc. y X (a + ^a? + co?» + etc. )' X (« + ffc + yx^ + etc.)'; 
on aura A = a^a'a^^ le coefficient du terme affecté de a:* sera 

-H etc. H- ^\{a'af).ec , 
et les coëffîciens développés des premiers termes seront 



et ainsi de suite' , par dérivation. 

loo. De la solution du numéro 97 on peut encore déduire deux autres solu- 
tions du même problème , où lés développemens prennent dautres formes. 

Seconde solution. Si dans la solution du n.^ 97 on donne un premier déve- 
loppement en b aux quantités D.(pa , p'*(pa, p^^tpa, etc. , sans développer 
x>.\|/e«, p^*\|/«i p^*\j/«} etc. ; on aura 
A = (pa X %(/«, 

B =1 (pax D.\|/« + D(pa.b X \|/«, 

C = (pa X p^-\I/« + i}<pa.b X D.\f/c« 4- (D(ptf.i).^ + P^(pa.A^j X \)/«9 
D'= (pa X p^-vf/a + D(pa.^ X p^-\I/« H- (D^a.D.i H- p^ipa.^^) X D.\j/« 

H- (i)(pa.p^.^ 4- p^(pa.D.^a + ^^(pci^) X \j/«f 

E = (pa Xp^.>j/« -+- ncpû.Ax p^.\(/« + (D(pa.D.b + p^ipc. *2)X p^*>|/« 

4- (D(pa. p3.^ + p^(pa.p^^ -H p5(pa.D.^ + p4^a.i4) x >!/«»- 
etc. 

Mais, 
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Mais I avec une légère attention , on yerra qu'en ordonnant ces développe- 
mens suiyant (pa, D(pa, p^^^f etc. , on pourra les mettre sous cette forme 
B = (pa X D.>|/4j -H D(pa X b.yl/x, 

C = (pu XÇ^\|/« -f- D^û X D.(*.\[/«) -H Ç^(pa X ^^.\|/«, 
JD =r <pa X Ç5. -vl/» -H D(pa X p^. (*.%(/«) + p^cpa X D. ^b^.y\/cc) -f- p^tp^ X ^'. \|>«» , 
£ =: (pa X p*.\|/« -H D(pa X p5.(*.\I/«) H- p^cp^ X p^.(K\|/<») 

etc. ; et 9 comme il est clair que la loi s*obserye dans les termes suiyans, on a 
pour un terme quelconque ^. = ç..(^a X >[/«) = 

Ça X p**\ï/«-HD(p« X p"-». (*.\|/«)-Hp2(pa X p*"». (*».%(/«) + p'tpa X p"-5.(Ax|/») 

-+- etc. H- p«-*(pa X D.(A«->.\[/«) -+- p*(pû X ^■.\[/«. 
U est aisé de continuer les développemens des dérivées indiquées , sur- tout 
si Ton écrit les termes de cette formule dans un ordre inverse. On remarque 
que quand on fait dériver les termes successif les uns des autres , tout se 
réduit ici à partager le terme D(pa.b.^\/ec dans Fexpression de J9, dans les 
deux Êicteurs d (pa et ^. \[/« , et d'en agir de même toutes les fois qu'on forme 
une nouvelle puissance de b. 

loi. Troisième solution. TAchohs actuellement de séparer entièrement des 
quantités polynomiales les quantités affectées des signes de fonction (p et \)/. 
A cet effet , donnons un premier développement , en ^, aux quantités d. (pa , 
p3«(pay p3.(pa, etc. 9 et un premier développement, en ff, aux quantités 
o. y^/a 9 p'« \)/« I P^* 'vp« > ^c« que Ton auroit par la première solution n.® 97 ; 
et nous aurons 



y4 = 


= <PA.\l/« , 


B = 

> 


= <pa. D\)/â^f -f- 


c = 


= (pa.(D'v|;«. v.G 



D(pa»b.ylfic^ 

p^\I/«.ff^) + JXpa. b.Dy^cc^Ç 
{D(pa.D.b -H p^<p«.^^).'4/«, 

(pa. (D\i/^.p2.ç + p2\|/«.D.e2 4. p3>(/«.e2^) 

(D<pa.p2.è 4- p2<p/2.D.è2 ^ p5<pa.^3)^^^ 

(pa(D\)/«.p^C -H p^>j/«-p^-ff^ ^- etc.) -i- etc. , 
etc. Si Ion ordonne chacun de ces développemens par rapport aux puissances 
et aux produits de C et ^ , ils prennent la forme suirante , 

X 
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tpa.f^ \J/». p^.ff -+- <p «. p' \p «- D. S^ -h- (p^ï. p5 %(/ «. ff5 

- • * • ■ 

£=f=^.-©xj/«,p3-e H-Ç>i».p^4'aF-P^-^^ -+-<pa,p3>|/«,D.e5 -f-(p^2.p4v(/a.ff4 
-H9^.>|/^p3.^ -J-l>^«D^«»p2.(^0 4-D^,p3>|>w.D.(^2) 4-D^.p3>j/«.^ff5 

-+-p2^i,.^^ç2.^ -i-p2^a.D\P«.D.(*2f^ H- p^^-p^-j/a-i^g^ 

+ p5^^.\|/a.D.^5 H-p5^.D\|/«. i^ff 
/ -H p4<p^. >(/«. M, 

M ainsi de $uit6. Ces développemens sont symétriques, et il est aisé d'en 
saisir la loi ; car il est visible que, dans les colonnes verticales , les produits 
des Ç et b suivent la même loi que dans les puissances correspondantes du 
binolne ^ -4- 6 , et que les indices des n qui affiectent \p« et ^a sont réglés sur 
le^ exposans de C et de ^. 

On poutToît même , avec un léger changement dans les coëfificiens numéri- 
ques , donner aux termes en C et ^ les coëfEcîens numériques des puissances 
du binôme Ç ^ h\ car la troisi^ne colonne verticale de E , par exemple, 
peut aussi s'écrire de cette manière 



102, De là il est facile de conclure la formule du terme général, et^ en y 
réunissant celles des n,^ 97 et ioo , on a ce théorème, 

T n li o a à M B. 

Le coefficient du terme quelconque affecté de o^* dans le développement de 
<p{a^bx^cx^^ etc.) X 4/(iv-HC^H-yx2 -Hetc, ;, 
est donné par l'une de ces trois formules 



■I 

II 
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II -^„ = P«. (^.\|/a) = 

<pa. p*. \|/«-J- D<pa.p«- >. (^. \|/«^ H- p3 <pa, p"- *. (^^ >|/ «) -+- p'<p^- p* "'• (^'•'v|/a) 

' -♦- etc. -i- p" <pa. ^». \|/ «• 

III. ... An = P».(<p^i\|/«) = 

(pa. D\|/«. p"-'.ff 4- (pu. p2\|y«. p/'-^ff2 ^ (p^l. p3\|y«. p«"'-f 

X>(pa.\j/«.p*-^^ H- D(pa.D\|y«. p^'^ (^ff) -h D(ptf. p3\[/e».p'«-5.(^ff3) 



etc. 



p2(pa.p«-î^\|/«.i2f«-t 
etc. 



io3. Considérons encore la série que donne la troisième solution. Il est 
risible, n.^ loi , que la règle nécessaire pour déduire un coefficient quel» 
conque de cette série du précédent, comme £ de Z>, se réduit à prendre 
dans chaque colonne verticale de D la dérivée divisée des quantités poly- 
nomiales exprimées en C et ^ , et de prendre de plus dans la dernière colonne 
la dérivée divisée des quantités en », et en outre celle de la dernière quantité 
en ^z de cette même colonne. 

104. La régularité des expressions du n.^ loi fait connoltre comment la 
loi du développement s'étend à un nombre quelconque de fonctions de 
polynômes multipliées entre elles : car, si l'on a le produit de trois fonctions ^ 
X (a ^- b^H- cx^ -h etc.) X ^ (^ -H Ax H- co:» H-etc.) X \|/ («-h C^ H- 70:2-+- etc.) ^ 
il est facile de voir que dans les colonnes verticales les puissances et les produits 
des C 9 ^ f b suivront la même loi que dans les puissances du trinôme C+ ^+ b , 
et que les indices des d qui al|||^teront %j^ c^ , j^ a , ^ a , se régleront sur les 
exposans de f , ^, bt Si Ton a voit quatre fonctions , les quantités polynomiales 
suivroient la loi des termes des puissances du quadrinome , et ainsi de suite. 
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io5. Donnons à présent quelques exemples qui reviennent souvent dans 
l'analyse. 

£ X B M P II B L^ 

On propose de convertir la firaction 

a ^ bx -+* cx^ -f- dx^ «+- etc. 
« -H ff 05 -H yx^ -H Sx^ -H etc. 

en une série de cette forme 

^ «f. ^oj 4- Coja H- Dx^ -4- etc. 



L On a -^ = ^a-' , d'où l'on déduit , par dérivation ( n.^ 97. ) , 
C= a(— «-^y -4- «-3^2) — ^.^-2^^- c^'S 

et ainsi de suite ; et pour le coefficient du terme quelconque affecté de x^ , 
on aura la formule 

A^ = p*. (aa"») = ap».ar* •+- ^p»-».«-* H- cp«-^«-> -f- etc. •4-a„. «-*, 
qui donne ce théorème. « Le coefficient du terme affecté de a?* est formé 
«> de la somme des /i + 1 premiers termes de la puissance — 1 du polynôme 
»«-f- ff-Hy-hJ-H etc. mtdtipliés respectivement par les coëfficiens 
» ay by Cy d^ etc. , a« du numérateur de la fraction génératrice ) écrits dans 
» Tordre renversé. » 

IL On peut aussi ordonner les parties suivant les puissances négatives de 
uy et on aura ainsi par la seconde solution du problème ^ n.* loo, 
A = ur^a^ 
B = (c'^^b — cù'^*G^^ 

C — «-'.c — ec-^'iSb + ya) H- ec'^.C^a, 

D = »\d — «•*(ec + 7*4-<îa)^«-3(g»24^^Qfy^)_^.4f3a, 
B = «-«•«— «-^(W +yc + iJ* + aa)H-«-3{f2c+ Qff(y^4-J^)4.y2a} 

--#•4(^3 -H 3ff^ya) -f- «-5. ff4a, 

etc. Cette solution coïncide 9 quant au fond , avec la précédente , mais elle 
en diffère pour la forme. On trouve pour un terme quelconque 
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>^« =Ç«. («r«^ï)=«-». p».a— «■«. Ç«'». (&) -f-«-5.Ç«-». (C^a) — »-4.p«-3, (ff3a) 4- etc. 



I II. Si on veut disposer les parties de termes comme dans le développement 
du n.*^ loi , on aura par dérivation , n.° io3 , 

^=a«-», B =2 — au'^.G C= — aoT^-y -h aar^.C^ 

H-i.ûr*.A, -4-i.flf.c — i.«"*.^Ci 

etc. Cette solution ne diffère des deux précédentes que par l'arrangement des 
parties , ainsi qu'il e^ facile de le vérifier. Je supprime la formule pour le 
terme général, parce quelle se conclud aisément de la loi qui règne dans 
les termes. 

Nous ne nous sommes tant arrêtés à cet exemple que parce que les solutions 
que nous venons d en donner renferment une solution du problème : Trouver ^ 
immédiatement un terme quelconque d une série récurrente dont on connoit 
l'échelle de relation ou la fraction génératrice ; solution qui a l'avantage de 
n*exjger aucune décomposition en facteurs , et par conséquent de n*étre point 
arrêtée par les difficultés que présente la résolution des équations des degrés 
supérieurs. Nous reviendrons sur ce sujet , pour le traiter avec détail. 

IV. Enfin, si on vouloit avoir un des coëfHciens B ^ C^ D ^ etc. en termes 
récurrens, on mettroit A = ace' ' sous cette forme Ace = a , et l'on auroit , 
pour l'équation qui donne le coefficient de a;» , p«. ( -^ « ) = p». a , où il 
suffira de développer le premier membre par le théorème du n.° 87. Si l'on 
demandoit par exemple le coefficient de x^ , on trouveroit sur - le - champ 
l'équation 

^U + -e^ + C»fi -H />J -I- ^y -H Fff + G« = g, 
doù il vient pour le coefficient demandé 

^l{g — FÇ ^ Ey — Di— Cb - Bi ^ Afi). 
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ExBMPIiE IL 

io6. Convertir la fraction 

(a -H bœ H- cx^ -f^ dx^ + eta) 



(ce -h €x -+- yx^ H- Sx^ -i- etc.)' 

en une série ordonnée suivant les puissances de x. 



Le premier terme sera a^x'' ; ii suffira donc , pour avoir une première 
solution , de faire s négatif dans lexemple n.^ gg. Contentons-nous de donner 
les expressions du coefficient du terme général affecté de x* ; elles sont , en 
conséquence des trois solutions du problème (n.^ 102) , 

1. -^ii=^ï^p«.«-'-h D.a^p^-^ar'. -H Ç^.a^p»-^.»-' +etc. ^-p«-^a^D.«-' 

-f- p«. a''. «- ' , 

IL ^,i = «-'p«.a^-t-D«-'.p«-».(ffa^) H-p^«-'.p«-«.(ff2^ïO+pV'.p»-5.(ff3aO 

-h etc. -t- p"ar'. S'a'^ , 

IIL >#.=«''.D«-'.p«-».ff + ^ï^p3«-^p«-«.ffa +etc. -t- a^p««-^ff« 

-Hi>ût^«".p'"*.* H- Da''.D«-'.p«-«.(^C) H-etc. -4-Da^p»-!»-'. Aff*-» 

-t- p^a^ ec"* p*- «f *^ -f- etc. + p3a^ p«-««-^*aff*-a 

+ etc. 

les développemens ultérieurs des quantités afifectées de d s'effectuent sans 
difficulté. 

EXBMPI^B IIL 

107. Convertir la fonction algébrique — -7-^^ — — — 5 en ime série descen- 
dante de cette forme 

X x^ 1^ x^ 

La fonction proposée peut s'écrire ainsi — ^ ^ — 7|— ; le premier terme 

sera a«*>.ar > , donc A = ^xe^r ^ : de là on tire par dérivation les valeurs de 
B^ Cj D^ etc. , en se rappelant lobservation du n.^ 83 ; et, en faisant attention 
que A. et y sont des derniers termes, dont les dérivées sont zéro, la série 
sera (n.^ 100) 



— ^ 4- — r •+- etc. 



^' 
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E X B M P L B I V. 

io8. Développer suivant les puissances de x l'expression 



i 



-{a^xy{a—œy{eù — xy 
On a pour le premier terme ^ = d'^a*'»"*, etpa = — i, i>az=z — i , 

o«= — 1 ; ainsi on aura par dérivation 

« 

^ 1. Q 1. Q / » . 

tt ainsi de suite. Le coefficient du terme quelconque affecté de x^ est indiqué 
par ç«(a-''a-'«-') , na, na, d« étant = — i, formule qui se développe 
avec la plus grande facilité.. 

On peut appliquer ce p^rocédé au cas où le déi^ominateur auroit un noinbre 
quelconque de acteurs pareils , et l'étendre à celui où le§ fsicteurs du déno- 
minateur seroient des puissances de polynômes. 

£xBMPz«E y. 

log. Développer la fraction 

ax^ + bx^'^ -^caf^'^ + dx^^^ + etc. 

OùX + i? ' 

en ime série descendailte de cette forme 

Ax"^- 1 H- Bot^- a + Cr"-5 + jDx»- 4 + etc. 
On a -^ = a«->, et (n.®83)Jff = d. (««-«)> C=: p^.(««"*)i ®^^m et le 
coefficient du terme affecté de a?*-* sera p*-^(a£«-^), où d.« = C et 
D. C= p^. «= o ; et Ton aura par dérivation , pour les coëffîciens développés 
des premiers termes » 

A = aa'^, il 

etc. 



«8 



^1, « 



1>V CAX.C<!OX« 



i • 



On voit commenè ai:( iiK:^dn:4es ^décif^iti^nâ pn ^roit mE'-]le'»clpix^ les 
termes ai le nu^Bérateof €|e la fraotiom propoisé se trouroit divisé pat {ocsc -f C)^ , 
ou en général par {ccx + ÇY^ ou par le produit de deux ou de plusieurs 
facteurs simples ocx-i-^Cj ax H-b , etc. , ou par le produit de plusieurs poly- 
nômes. Ainsi le terme âfFécté de d?^-''-» dans 

a*3ç^ +àsB^'^ -|--^^c^ - *. 4- -etc. 



lé n 



aura pour coefficient le développement d^ ç'(^«''')} x>.as étant' = ^ et 

p2. of = o. 

Il se présente ici une foule d^exemples utiles sur-tout dans la théorie des 
équations. Mais en. voilà asse« pour montrer comment les dérivatioins con- 
duisent d'ordinaire, aux résultats demandés, de la manière la plus natu- 
relie' et la plus facifev^ercomineilt elleè les exprimeM par deà fohnules très- 
amples I qu on emploie ensuite ayec le pkis grand avantage , soit dans les 
démonstrations > soit dans des recherches ultérieures. 

Exemple VI. 

iio. Soit Jr une fonction ratibntielle sans' diviseur de d?, de cette ferme 
jr= 3tx» 4- SS^*-* -t-Ca?*»-* •+• etc. -4 3Daï*-« + ^ir«-«^» ^- ûiJi^«-*+ etc. ; ...(i) 
on demande le coefficient de x^"^ dans la série résultante du développement 

A ^ 

{a^xy 
En faisant attention que na =•— i et D^a = o , on a 

(a — a?)- '■ = «-^-4- !>«•'; a? -f-ç*a*'.a:* -f-p^n-^x^-Hetc. ; 
donc , en multipliant par cette série la valeur de ^ ,. on trouve 



• • • 



(O 



Hpaa-f 
etc. 



^etc.- 



85p»^' 






etc. 



a;* 



^-etc. 

If. 



..(3) 



Il résulte de là qiae le coefficient de aï»- « peut être elpfimé pat p«. (i^^^SOt 
pourvu qu on fasse na = — i , et de plus , à cause que la série (i) est descen- 
dante tandis que la série (2) est ascendante^ pourvu qnW suppose que p^^^Sli 
p«- ^. 21 , etc. , au lieu de désigner les lettres qui préeèdent^. 9( =£o , désignent 
celles qui suivent 0, savo^ 9^» &» etip. ; ou ^ ce qiii sevient aii même-, pourvu 
qu'on écrive p*"*"'. 21 , p""*"*. 21 , etc. y au lieu de p«- *. 21. p»-^ 21 , etc. 

De 
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De cette manière le coë£Bcient de a:*" sera p". (a-''.3() = 



89 



r.r+ i.r + a , « 



etc. 



1. Q 1. Q. 3 

On aura pareillement pour le coëfEcient de o:*^ , où n = o , 

p^.(^ï-^8r) = po.«,a-'' + pi.3i.Da-'' -4- pa.^.paa-' n-pS.jt.pSa-' n-etc. 

Si , tétant la même série que ci-dessus, on demande le coëfEcient de o:*^-" 

X 
dans le développement de 7 rn r—; : î on aura , en observant que 

Da, oa^Doss — 1) et sous les mêmes conditions que ci-dessus, 

p•.(a•''a-'«-^9ï) = 
p".a.a-'a-'«-«-4- p« + ».2Ï.D(a-''a-'«-') H- p«4-^8r.pa(ii-^a-'«-0 + etc., 
formule dont le développement ultérieur n'a plus de difficulté. 

LAoaAKOB a aussi donné pour la solution de cet exemple des formules 
élégantes, exprimées en différentielles , dans le tome Y des Mélanges de Turin, 
pages 207 et 219* 

$. IL 

Des fonctions quelconques de deux ou de plusieurs polynômes. 

m. Gomme nous avons à traiter de quantités indépendantes, comprises 
dans la même expression , dont les unes varient tandis que les autres demeurent 
constantes ; nous avons besoin de notations qui indiquent ces variations 
partielles ,, et nous allons fixer le sens des signes que nous emplolrons à cet 
usage. 

D".<p(a,<e)f sans virgule & Tindice de d, désigne toujours m dérivations 
totales 9 c'est-à-dire, des dérivations oii a et où varient à la fois, ainsi que 
leurs dérivées. 

D*>*. (p(^]^,i»), avec une virgule entre les indices de d , désigne des dériva- 
tions partielles, savoir m dérivations où a seul et ses dérivées varient, e^ 
demeurant constant , et de plus n dérivations où ce seul varie avec ses dérivées. 

D^>*.(p(a,^), ou simplement D'".(p(a,ev)9 indique n dérivations partielles, 
la seule lettre « , qui dans (p ( ^ , a ) est après la virgule , variant ainsi que ses 
d&rtvées. 

D">^.(p(a, <v), ouD^».(p(a, a), indique m dérivations par rapport à a seul 

et à ses dérivées. 

Z 
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M, It 



D*"' 



(p{ayx)j sans point après len, marque, comme n.^ ii , qae oa :=: x 
et D ctf = 1 ; ainsi cette expression dénote la même chose que — ; — - , . 

Quant aux dérivées divisées , nous dénoterons par p*»> ». (p(/z, «) l'expression 

— 2li-J — L — et par p*» «» «.(» (a, a, «)l expression ; 2-^— î — Lzz., 

i.Q. 3.-/WX 1.^.3...» '^ c ^^ ' ^ '^ i.«../Xi.9..r/»x 1.2../* 

On voit, sans que j'en avertisse, que p"'» P'"*^(^, «) est la même chose 

que p"»' ». (p(a, «),et qu'on peut se servir également des deux expressions : nous 

préférons la dernière, comme plus simple. Pareillement, p'".p.«».p.>».(p(a,a,a) 

est la même chose que ^^'^> ^•<P(^^a^eù)i les virgules aux indices servant 

toujours à distinguer les dérivées partielles tant les unes des autres que des 

dérivées totales. 

PROBIiÀMS. 

1T2. Soit proposée une fonction quelconque de deux polynômes, savoir 
<P(a^bx-^cx^^dx^ + etc. j «-4- C^ 4- y«^ + Jaî5-f-etc.) ; .-.(i) 

on demande à la développer en une série de la forme 

A -i- Bx -+- Cx^ + Dx^ H- etc. 

et à calculer immédiatement un terme quelconque du développement. 



ta 



C'est là le cas général que nous avons promis de traiter , n.*' 85 , et qui ne ^ 
nous paroit pas l'avoir été jusqu'à présent. i* 

Si l'on n'a que la fonction ^(tf -+- i^ -tr cx^'^dx^ H- etc. , «) où e^ est iq 
constant , son développement , par ce qui a été dit dans l'article premier , peut 

être indiqué de cette manière , 

■ ■ -jî? 

<p{a , «) -H p* » . ^ (tf , a). 35 -4- p*'. (p(^i « )• x^ -f- p3 , . (p(a , «). jj^^-. etc. , ... (2) , 

où les indices de d sont suivis d'une virgule pour marquer que dans (f>{a^ec)' 
c'est a seul placé avant la virgule qui varie , oc demeurant constant. ^ 

Maintenant y si l'on met « -f- Ca: + ya:^ + ^x'-f- etc. à la place de a dans 
les quantités (^(a, â^), D>'.^(a, a) , p^* .(p(^, «), etc. , elles se développeront^^ 
d'une manière pareille , savoir , a étant constant et ec variable , < 

(p{a , c«) en (p(a , âs) + D» I. (p{a , «). x H- p » *. ^(a , «). x^ H- p » '• (p(«, ec). x^ •+• etc. , 
D'». cp(a, u) en D»'. (p(a,«)-f-p***(p(a,«).a:-+-p»»^.<P(a, a). x^ -|- etc., 

çar.<p(a, «) en p»». <f>{a,a) H- p*» ». (p(a, oti).x 4- p»* \ ^(a, op). x^ -+- etc. ,. 

etc. H 
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Donc , en mettant ces valeurs dans la formule (2) , et en ordoniiânt suivant les 
puissances de a;, on aura 

(p(a H- bx -I- cx« -h dx^ 



etc. , « 4- ff:r -f- yst^ 






X 






X* 






x3 



etc.) 



+ etc. 



...(3) 



p5».^(a,a) 

Si Ton £Eut attention à la loi qui régne dans les ternies , on en conclura 
fiunlement que le coefficient du terme quelconque de la série afTecté de x^ 
pourra s'exprimer par cette formule 

-^« = P"-^(^>«) = 
p-«.<p(^ï,«) + p«'"-'.(p(a,«) + p"'*-^<p(û,«) + p'*"-5.(p(d,é») + eto. 

-h p«-«.«.(p(a,flj) H- p«'.(p(tf,«) (4) 

1 1 3. L'analyse précédente ne donne qu un- commencement de développe- 
ment ; pour parvenir au développement complet et réduit , tâchons de séparer 
les quantités polynomiales de celles qui doivent demeurer affectées de la 
fonc^tion (p« 

Faisons I à cet effet, dans la fonction proposée (1) , n.^ 112, 

^-f-cjj-t- Jaj2-f-etc. =/?, et ff + ya?H-^ap2-Hetc. =;rî •••. (5) 

la fonction proposée deviendra 

qu'il s'agit de développer. Or je remarque que dans ce cas p> '• (p(a, 1^) devient 
p. ' (p(^, es). Tt'y n.* 3 , que p*"» .<p{a^eù) devient p^ (p {a , «). p^ , et que p^ '. (p(a, «) 
devient p'» '(p (a, tK).;7'':T' : ainsi la formule (3) devient 

(p{a '\' px y a -{- 7gx) := 






p.^(p(a,«).^2 

^^^'(piajocypTf 
p2.(p(a,«).;?2 



x2 +p»3^(^ï,^),^3 
^'>^(p{a,a).p7f^ 

^'^^<p{a,où).p^7f 
-4-p3'(p(a,«).;?3 



ofi 



etc. ..(6) 



X 1 4* A présent , à cause des valeurs de ^ et ;r 1 on a généralement 
p^ = (A + ex + dx^ -H etc. y , 3r' = (ff + yo? + (J^c^ + etc. )*; ainsi 
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p^ =L 1/ ^ j}.b^.x + Ç'.^.a;a + p^.A'.ojS -f- etc., 
3r' = •fi* + i>. ff '. aj -I- Ç^f'.a;2 -f- pJ.Çi.ajS + etc. , ^^ 

;7V = *"?' -t-D.(^e')-^ + p^-CA'e')-^^ -+• p5.(y O^ -*- etc. 
Mettant donc les valeurs de ^^ , ;r et celles des puissances et des produits 
de ces quantités dans la formule (6), ordonnant par rapport à x, et mettant, 
pour abréger, ^^ à la place de (p(a, e»); la formule (6) devient 

(p{a -h ^x H- cx^ + dx'^ + etc. , « + Cx -+- yx^ + Jx' + etc. ) = 



jyh A. h 



D»'-/^.D.A-4-p*»'-^.Afi 



X» +D»«Xp2.C+p»a-^.D.C2-4.p,5y4^.f3x3 
D'»^.p2.A + p'.i^.D. (Aff)H-p»»*y^.^j 



D,«^.p3.ff -f.p.a^,p2.fa 

p*» ^. p». b^ 



^^^>A.b^ 



p.5^.D.fi5 

P''>^.D.(^^) 
d5>^.D.A3 



p.4^.ff4 



x4 



etc. 



.... 



(7) 



La loi des termes est fiicile à saisir ; on en tire la proposition suivante. 

THiORÈMB. 

ii5. Si Ton a une fonction quelconque de deux polynômes , 

^{a -\- bx -f- ex* -f- etc. , « 4- ff« -f- yx» -+- etc.), 

le coëfTfcient du terme quelconque aÛecté de x* dans le déreloppement est, 
en mettant A au lieu de <p{a^ ee) , 

-^. = Ç"-<P(«.«) = ....(8) 

' Ç- ". -^ -4- ç*'*-» . y4 -+- Ç*""-*. A •+• p'»"-'. ^ + etc. -I- p»-»»>. y^ -I- »•.. ^ = 

D'.il.p-.' * -t-p''M.p-»(^C) +p''»^.p»-5.(^0 4-p'''^-p-/»(*ff') -t-etc. -t-p«.'i-M.^-> 

p». ^ P«-«. i» +p».>^.p«-3(5ae) 



p«.M.p":4(i»ff^) + etc. ^p«,«-a^.i2ç.., 

p4 .y4. p«-4. ^ -Hetc. 4- p4.'K4.Me'»-i 

etc. 

oA 



DESDlSniVATIONS* ^3 

OÙ D'i^, D'»^, D»^-^, D'»>-r^, D^.,4 , etc. sont la même chose respectivement 

d^ dA dM d^^ d^i* , , z - :. . 

^""^ d^J' 57' a^' dSd^' 3^' ^^ ' ^* ^" les * et ff doivent être 

comme des premiers termes de polynômes. 

ii6. Si on considère la loi des termes de la formule (7), n.^ 114, on en 
voit découler la règle suivante , pour faire dériver un terme quelconque de 
la série, du terme précédent, c'est-à-dire, p""*"". (p(û,«) de p"«(p («,«). 

RÈGLE. 

Le déi^eloppement de ^^•(p(<^^où) étant donné et disposé par colonnes Derti' 
cales; pour en déduire celui de p" + ^ (p (^, a) > i.^ dans choifue colonne/ailes 
une nous^elle dérivation totale et divisée sur les quantités poly normales , ç^st-à^ 
dire y composées deb,Ç et des lettres suivantes ; a.^ dans la dernière colonne, 
prenez de plus dans chaque terme la dérivée divisée suivante de ((i(ii,€$)$ 
par rapport à oc seulement , et en outre la dérivée divisée de (p{a,c6) p(sr 
rapport à a, mais seulement dans le dernier terme de la dernière colonne, 
c'est-à-dire , dans la plus haute dérivée de (p{aj a) partielle par rapport à a. 

117. Par cette règle, et en développant les quantités polynomiales par led. 
numéros 3o et 99 , on déduit les uns des autres les coëffîciens des termes de 
la série , tout développés et réduits , ainsi qu'il suit , 

i)»M.y-4-p'^^.ff2 D =D.«i4.^+p»«i4. «Çy H-p^'-^-fô 

s}^>A.c 4-p*''-4.*ff '^jyhA.d'-h^^'*A.{by +cC) -j-pi.M.*ff» 

4-p».i4.^2^ +p»'i4. Q^c -t-p^M-A^ff 

' ' " < 

Aa 



I « 



i 
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F = 

+pM. i 3*.rf + Sic») +jiM.fâ+ j +pJ.M.« 



pM.4^c -f-p4.M.M 

et ainsi de suite. Il est aisé de continuer aussi loin qu'on voudra. Nous nous 
sommes senris , pour développer les quantités polynomiales , du procédé de la 
première solution du problème du n.^ 97; on peut aussi y appliquer les 
procédés de la seconde et de la troisième solution du même problème. 

, 11 8. Il seroit inutile d'expliquer la manière de calculer un terme quel- 
conque indépendamment des autres, soit en écrivant dans Tordre inverse 
les colonnes de la formule générale du théorème précédent , soit en les 
laissant telles qu elles se trouvent ; on pourra appliquer aux développemens 
des quantités polynomiales les règles et les observations du §• III de Tart. I , 
et les solutions du problème du n.** 97. Après tout ce qui a été dit jusqu'ici , 
ces développemens n'ont plus de difficulté. Il faut observer que dans toutes 
les formules précédentes de cet article les ^ et C doivent être considérés 
comme des premiers termes de polynômes , ce qui résulte des analyses des 
problèmes que nous avons résolus. 



P R O B L È M 



B. 



119. Soit proposée une fonction quelconque de trois polynômes, 
<p{a + hx + cc^ + etc. , a + bx + cx^ + etc. , a + jSa: + yx^ + etc. ) ; 
on demande à la développer en une série de la forme 

A H- Bx -4- Cx^ + Dx^ -f- etc. 



Si l'on comparé' la solution que nous venons de donner, n.^ 114^ pour 
une fonction de deux polynômes, avec celle , n.^ 21 , pour une fonction d'un 
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seul polynôme , on en conclura fiicilement que les premiers termes du dére^ 
loppement demandé seront tels qu'ils suivent , en mettant , pour plus de 
simplicité | A au lieu de (p(a 1 a, «)• 






X 



•+-D'"il.D.b -H I?» ^A.b^ 

-+-p*»i4.b^ 



X- 



jr;2 -HD»»M.Ç>./3 H-p"M.D./3» +P"5i4-/33 

4-D*Mi<.p2.b -|-p»a»i4,D.*2> '^^•^^A.b^fi 

-l-p»"M.D.(b/3) -f-p»5'-4.*5 
H-p''*'il.D.(bè) -|-p»»»M,b/32 

-f-p^'il.D.b^+p».«»»i<.bAj8 -4-etc. 

-l-p*.»*il.b2/3 
+p«'*'i4.bA2 

-l-pa»»»-4.b2^ 
H-p5"il.b3 

De même que dans le développement de la fonction de deux polynômes 
les quantités polynomiales exprimées en /3 et ^, n.^ ii4f suivent la loi des 
termes des puissances du binôme /3 + ^; ici les quantités polynomiales 
placées dans les lignes verticales et exprimées en /S 9 ^1 b , suivent la loi des 
termes des puissances du trinôme /3 H- ^ + b , en supprimant les-coëfiEiciens 
numériques de ces termes ; et les indices des d qui affectent A sont réglés sur 
les exposans de /3 1 de ^ et de b. De là il s'ensuit que dans la fonction de 
quatre polynômes les quantités polynomiales suivent la Ipi des termes des 
puissances du quadrinome , et ainsi de suite. 

n etf fiicile de conclure de la loi qui règne dans les termes précédens la 
forme du terme général affecté de x* , ainsi que la régie de dérivation pour 
déduire le coefficient de chaque terme de celui du terme précédent. 

mo. Si l'on avoit à développer une fonction quelconque de deux autres 
fonctions de polynômes, 

^ { F(tf H- ^a: -H cx^ -4- etc. ) , £(a -+- i3a: -f- yx» + etc. )} , 
il snfBroit de faire dans le n.<* 117, a = Fa, A = n.Fa, c = ç^.Faj etc. , 
« = £» , /S 2= D. £k , y = p3. fcv , etc. , et de développer ces expressions par 
k règle du n.o 3o. Ce cas ne présente aucune nouvelle difficulté. 
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s m. 

applications et remarques. 

' Ifops avons réservé pour ce paragraphe quelques observations que nous 
n avons pas cru devoir présenter plus tôt, pour ne pas interrompre Tordre des 
objets que nous venons de traiter. 

(I.) 

ip.i. Donnons d'abord des procédés abrégés pour les équations dérivées. 
Si Ton a une équation entre plusieurs quantités ou fonctions de quantités 
indépendantes , mêlées ensemble d*une manière quelconque , et qu'on demande 
à prendre de cette équation, soit Téquation dérivée qui suit immédiatement, 
soit Féquation dérivée d'un ordre quelconque , il faut , avant de faire les 
dérivations , avoir soin de tout ramener aux lettres initiales , ce qui introduira 
des coëfficiens numériques nécessaires pour l'exactitude du résultat. En faisant 
usage de cette observation , on peut déduire sur-le-cliamp d'une équation en 
termes récurrens celle d'où l'on tire le coefficient d'un terme quelconque 
du développement ; on abrégera ainsi et on étendra en même temps la manière 
de trouver les termes de la série du développement en termes récurrens , 
manière dont nous avons donné des applications dans les n.^ 1 3 , 1 5 » 1 7 1 1 8. 
Eclaircissons la chose par des exemples. 

Prenons le cas du n.® 18, où l'on a eu, pour trouver le second terme de 
la série, l'équation^ n o ^ 

supposons qu'on demande en termes récurrens le coëfCcient dû 5.* terme 
de la série , affecté de x-k II faudra prendre la dérivée troisième de cette 
équation y ou développer les deux membres de 

Mais ici on ne peut pas considérer B et /3 comme des premiers termes de 
polynômes ; il faut donc tout ramener aux lettres initiales ec et A ^ ce qu on 
obtient en di^nnant à l'équation précédente cette forme 

Développant à présent par' le théorème du n-^Sy, on trouve, à clause que 
p^ i>.A = 4 p4. il y p3. D. il = 3 p3. il , n.D. A = Q^^.Aj et ainsi des autres , 

«.4P''*. -4 H- Da. 3p3. -4 + p2.a. Qpa.^ -h p3. ^^^.d. ^ = 

où 
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OÙ Ton Toit qu'on introduit ainsi les çoëfiiciens numériques a , 3 , 4 , néces- 
saires pour lexactitude du résultat. Si on met à présent au lieu des dérivées 
indiquées leurs valeurs , on a , en transposant , 

de même que n.^' x8. 

1 2?.. On peut abréger le calcul par le procédé suivant. Si dans l'équation 
proposée il n'entre que des B^ bj € avec des ^ , a , « ; on mettra 1 devant 
chaque B ^b^Ç\ ensuite , pour prendre une dérivée quelconque de l'équation , 
on fera les dérivations à l'ordinaire ; mais toutes les fois qu on changera une 
lettre provenant des ^ B y \ b y 1 Ç^ en celle qui suit immédiatement ^ on 
changera aussi son coefficient en l'augmentant de l'unité ; et s'il faut changer 
une de ces lettres dans la a' , 3^ , etc. de celles qui la suivent , on augmentera 
son coefficient de 2 , de 3 > etc. unités respectivement. 

Soit pris l'exemple du n.^ 106 , où l'on a eu ^ = a''«^; on en tire 
5 = — a\ scc'"^ € -H ra^'^ b. ce' , et en multipliant par a « et mettant A au lieu 
àe a^cc''^ on a l'équation 

accB -H (saC — rba)A = o , 

laquelle donne le coefficient de x dans le développement n.^ 106. Si Ton veut 
en déduire l'équation qui donne le coefficient de x' y on écrira 

acciB -+- (sa. iÇ — r. 1 b»)A = o ; 

en prenant la dérivée seconde de chaque terme considéré comme origine 
particulière de dérivation , on trouve sur-le-champ , par le procédé que nous 
venons d'indiquer et par le n.® 87 , 

acc3D-+'{aS-+'bec)2C-+'(ay-i--bS'i-cc€)iB. ^ î 

is^^e-ribc,)C^]2^Jg AB ^]± . J^^ 



123. Si y outre les A y a^ ce et B y ^, C| il entre des Cy Cy y dans l'équa- 
tion dont il faut prendre la dérivée d'un ordre quelconque , on mettra 1 devant 
les jB , ^, ^, et le produit des deux facteurs i. q devant chaque C, c, y, en 
conservant cependant l'égalité entre les membres de Féquation ; puis , pour 
prendre la dérivée de l'ordre n de l'équçition , on appliquera à chaque terme 
les règles du §• I.^ , article II , en considérant chaque terme comme une origine 
' particulière de dérivation , et toutes les fois qu'on changera une lettre dans 
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une des suivantes, on augmentera chaque facteur numérique qui affecte la 
lettre d'un nombre d'unités égal à l'indice de la dérivation que l'on effectue sur 
la lettre , ou , ce qui est la même chose , du nombre qui marque la distance» 
entre la lettre et celle en laquelle on la change. 

S'il entroit aussi des D , d^ i dans l'équation proposée, on mettroit devant 
chaque D^ d ^ i le produit i . 2. 3 , et devant chaque £ , e , s le produit 
1. 2. 3. 4 1 et ainsi des autres. 

Prenons pour exemple l'équation du n.® 17; on l'écrira ainsi 

iC 1.2C — i.2y. iJ5 -+• (1^)5.^ = 0: 
pour en prendre la dérivée troisième , on aura sur-le-champ , par le procédé 
que nous venons d'indiquer, 

iS.i.5F-^2y.3.iE-^3l2.3D 4-48.1.30 

-^i.ay.iE — Q.3S.3D — 3.4g.QC — 4-5^. 1^ (^rit\2.,^\ >_« 

équation qui donne la valeur de F ett termes récurrens. 

La démonstration se tire de ce que , l'équation proposée étant mise sous 

la forme ly.ccB^.A — D^«.D.i4 + (D.«)3.i4 = o, 

pour en prendre la dérivée troisième divisée , il faut développer séparément 

p5. {d.«.d2.^}, ç3.^d2.i».d.-4}, P^*((i>««)'-^} - 

maisp'. D^.i4 = 4.5p^. i4, d. d.^ = Qp^.a, p^.D'.^J = 3.4p4.^, etc. 

Nos règles et nos notations sont très-utiles dans la méthode des coëfEciens 
indéterminés , où elles servent soit à abréger les calculs , soif à donner des 
expressions générales ; et l'on sait que la méthode des coëfEciens indéterminés 
est un des moyens les plus étendus et les plus féconds de l'analyse. 

(IL) 

124. Les formules que nous avons trouvées n.^ gS et 94 , offrent des moy^s 
de soumettre au calcul les combinaisons ordinaires , et de parvenir ainsi fieici- 
lement à plusieurs théorèmes généraux, dont nous ne donnerons que les 
suivans, qui sont déjà connus d'ailleurs et que nous ne mettons ici que 
par forme d'exemples de notre manière de procéder. 
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Puisque, Da, dû», etc. na"*-' étant =;= i , on a, n.<> gS, 

p—5-r {aû}a^\ . . ô"- "0 = p«-3. r(^^i^ii^ , ^ ^M - «^).a"«""'-f-p«-4-''(aa'a". . . a"* "0» 
et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive au terme 
po(a a' «**...«") = aa^a}\..a^'\a^ ; 

en substituant ces valeurs les unes dans les autres , on trouve ^ 

p'»-»-''(aû'û"...tf »•-') = 

-H p«-4-''(ûû'ô"... û*'-^).a»-«^ -H etc. -f-zia'ô". ..a^'\a\ 

Si Ton désigne généralement par [/n i aj la somme de tous les prpduits qu'on 
peut former avec m lettres différentes dont a est la première , en les prenant 
rkr\ la formule précédente peut être traduite dans la suivante ^ (n.^ gS) 

[7?ïia]'' + « = 
[TO-lIay.a»••'^-[77*-Qla]^a»•-"-f- [/»- 3la]^a•'-™ 4- [/n-éiay.a^'-'^-f-etc. 

•4- [naY.a^i 
ce qui donne cette règle. « Pour déduire de la somme des produits de m 
n quantités différentes prises r à r , la somme de ces mêmes quantités prises 
» r-4-i àrH-i; multipliez par la dernière a^ ' ' tous les produits r à r où 
>b a"*-' n'entre pas, ensuite par a*"" tous les produits r à r où n'entre ni 
» a^'^ Tïi a^'^j ensuite par a"'"' tous les produits qui ne contiennent ni 
n a^'^ TÙ a^'" ni a^ * '" , et ainsi de suite jusqu'à ce que vous arriviez au 
» produit aa^à>^... ô*"', que vous multiplierez par a\» 

Au moyen de cette règle , en partant de la somme de m quantités , 

a + a' -H a" H- a"' H- etc. -h ô""*, 

on formera successivement tous les produits de ces quantités prises deux à 
deux 9 trois à trois , quatre à quatre , etc. 

De cette règle on peut aussi conclure l'inverse, ce Pour déduire des produits 
» de m quantités prises r + i à r + i tous les produits de ces mêmes quantités 
» prises rh.r; divisez par la dernière ^■"* tous les produits r-f-iàr-f-ioù 
» a" • ' entre ; ensuite divisez par à^ ' " tous les produits . r -f- i à r -4- i où 
» entre a"* * " avec a"*- ' ; ensuite divisez par a""*" tous les produits r + 1 à r-+- 1 
i> où entre a"*' "% mais où entrent aussi toutes les lettres suivantes a^^^ya'^'^^et. 
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» ainsi de suite jusqu'à ce que vous ayea divisé par a**-*'" le produit 

laS. Partageons le produit de m quantités aa^a^'. ..a"'^ en ces deux 
facteurs aa'a'\..a^"j et /l'a' + ' . . . û"' S ;? étant < to ; et prenons la dérivée 
p"-'' du produit par le théorème du n.® 78; nous aurons 

^-Ç2(ûû^..a'•')•p«-^-'^(^^'û'+^..a«•")^-etc•^-p"-''(ila^..a'•0•(^'a'^-^.^ 

formule qui se traduit en celle-ci (n.^ 93 ), 

[m\aY = 

Cette formule a lieu si r .est plus grand que p et en même temps plus 
grand que m -^p; mais si l'on a au contraire p'^retm^p^ry alors , 
puisque [^itf]^= 1 et [to — ^ia*J> = 1 , et qu'il fiiut rejeter les expressions 
où rimdice seroit négatif , la formule précédente devient 

[m\aY = 

[p\ay. i'{'[p\aY-K[m'^p\a*y 'j'[p\aY—\[m'^p\a^]^-^[p\aY—^m'^p\a*]^ 

^- etc. '+-[p\a]K [to— ^iiû']''— i -Hi.[7n— ^la'J', 

comme il est aisé de le voir , en supposant par exemple dans la formule pré- 
cédente p^r-i- 2. , 

Outre le théorème ('^) que renferment les deux dernières formules , on 
peut tirer de ces principes différentes autres conséquences, en partageant, 
par exemple , a a' a" ... a** " en trois ou quatre facteurs , etc. 

(III.) 

126. Donnons à présent une expressioa de terme général qui mérite d'être 
remarquée à cause de sa forme. 
Si l'on a le produit 

<P(«4-ffJ5 H-y«*H- J^H-etc.) X (^ + ia?-4-ca;*-hd'a?3-f-etC. ) 



(*'} On peut aussi parvenir à ce tbéorème en considérant une équation du degré m, comme résultant da 
produit da deol écpiationi» l'une du degré p, l'autre du degré m— /i, et éa comparant )ee termee» 

à 
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à convertir en une série qui procéda suivant les puissances de a:, on aura 
( n.^ 1 oo ) pour le coefficient de j^ 

^n — P*-(<P«-^) = ••••(O 

<Pç^^\a -f- D(p«. p«- ». (Ça) -i- p^(Pflp. Ç"- ^ (C^a) -H ç'^P^. p*'^ {€^à) h- etc. 

actuellement, on peut transformer les quantités p* -*.(?«), p^'^-Cff^^)» 
p"~^. (C^^)f etc., de manière qu'elles soient toutes exprimées en «^ et a et 
que les dérivations indiquées par d soient toutes du même ordre n. 

A cet effet, supposons, dans la formule précédente, (p% successivement 
égale à ec^ oc^ ^ c^ ^ «^ i etc., en observant que p^^, p^a^ P*«'> etc. = a, 
elle nous donnera 

■ 

d*où il vient , à cause de d e^ ^ i , 

p*-".(e^) = p"-(«û) — «p".^^ 

2.® La formule donne en second lieu 
p*.(a2tf) = a^p".^ H- Q«p»-'.(ffû) •+- i.p«-*.(ffaa); 
mettant pour p'>->. (S'a) sa valeur ci-dessus et transposant, on a 
p«-a.(ff2û) = p«.(«2^) — Q«p".(«a) + «2p».^, 

3.^ La formule donne , en faisant (^cù'=o^^ 
p«.(«3^)=:^3p«,a + 3«î»p»->.(ea)H-3«p«-^.(ff^a)-Hip«-5.(ç3a), 
doù l'on tire, en mettant pour p«->.(Ca) et p«-^.(C2^) leurs valeurs précé* 
dentés , 
p«-3.(f3a)=p\(«3^ï) — 3e»p».(«2a)-H3a^p».(i«a) — a'p^.tf. 

4.^ En continuant ainsi , on trouvera 
p- - 4. (^4 d) = p«. («'^ ^ï )— 4 <¥ p". («3a ) -H 6^2 p». (e»2 a) — 4 «3 p«. (^ ^- ^ p«.a, 
et en général 
©■-^ (ff'a) =p«. {fie a) —roc^''. {ce"' a)^ — ^^— «2p».(^r-a^) — ^'^" '^' ec^^*.{ee'^a} 

-+- etc. ih Ér''p».a» 
Si dans cette dernière formule on suppose r = /» , elle donne 

C'a = p^-C^^tf) — w«p«. (««-ï^i)-H — : «2p«.(^-a^j — etc. ±: i^i^^.a. 

127. Si présentement on substitue ces valeurs de p«-'.(Ca), p*"*.(C^^)r 
etc. dans lexpression (1) ci-dessus > on aura lexpression suivante > 

Ce 
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etc 

P'<P«- {p"- W^ — ^«P"' («''■ '^) -f- «^p^- («^"*«) — etc. ±: «^p»- û I 



1. a 
etc 



p»^«. {p\ («'a) — n«p«. («« -'a) -H ' «^ p«, (^j»- a^) — etc. ±: «« p«. û) ; 

où toutes les dérivations indiquées sont du même ordre n. 
Si Ton avoit à développer 

(p(^ -+- Çx H- yo^a H- etc.) X \J/(a -h bx + cx^ H- etc.), 
il sufËroit de mettre \(/a au lieu de a dans la formule précédente. 

128. En faisant a = i et ^, c, i2, etc. = o, la fonction à développer 

deviendroit , * » » v 

(p(« -4- b ^ -4- 7^^ -t- ôx^ H- etc.) , 

ce qui est le cas traité dans larticle I.^. Faisant donc a = i dans l'expres- 
sion précédente n.<> 127, on trouve pour le coefficient de as», 

+ p2^«. {p«.«2 — Qap«.a} 

p3(pa. {p«.a3 — 3«p«.a2 H- 3«2^«.«} 

p4^«. {p".«^ — 4«P'*-a^ H- 6«2p«.«2 _ 4a3pB.^| 
H- etc 

p«^«.{p".«* — /»«p*.a*-* H «^p*.««-* — etc. ±: ««""'p'-^}; 

où l'on a généralement pour la quantité poJynomiale p'-^ff^ l'expression 

r.r-i . r.r-i.r-9 - _ 

p«.«'— r«p».ct''-^ H «^p'*.<»''-^ 5— «5p".«'-5+etc.dbrc«''-»P*.«. 

£n joignant à la formule que nous venons de trouver celle du n.^ 20, 
et en formant celle qui est indiquée à la fin dun.*' 77, on aura trois formules 
diftérentes pour développer p".^« par dérivation. 
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ARTICLE TROISIÈME. 

Développemens des fonctions dun ou de plusieurs polynômes ordonnés 
j^ar rapport aux puissances et aux produits de deux ou de plusieurs • 
lettres différentes^ en séries ordonnées de la même manière. 

129. Nous nommerons , pour abréger , polynômes doubles , ceux qui sont 

ordonnés suivant les puissances et les produits de deux lettres a; et ^, 

tels que 

a -{^ bx -^ cx^ -H dx^ -f- etc. 

H- Vy H- dxy -4- d!x^y -f- etc. 

H- c'y^ ^ d^^xy^ "h etc. 

+ etc. ; 

nous nommerons polynômes triples ceux qui sont ordonnés par rapport aux 
puissances et aux produits de trois lettres x^ y^ z. Nous appellerons aussi 
séries doubles^ triples, les séries qui résultent du développement des fonctions 
de polynômes doubles , triples , et en général toutes les séries qui sont 
ordonnées suivant les puissances et les produits de deux ou de trois lettres 
différentes. 



s. I. 



er 



Des fonctions d'un seul polynôme double ou triple* 

i3o. Comme nous avons à faire varier les quantités de deux manières , 
par rapport aux x , et par rapport aux y , nous emplolrons le signe d sans 
accent pour marquer les dérivations qui se rapportent aux a? , et le signe d' , 
avec 1 accent , pour marquer celles qui se rapportent aux y. Dans les déri- 
vations indiquées par d , lorsqu'il faut changer une lettre dans la suivante , 
on lui laissera l'accent ou le nombre d accens qu'elle avoit ; ainsi on changera 
A en c , ^ en c' ; c" en 4 " , etc. Dans les dérivations indiquées par n' , au 
contraire , lorsqu'il faut changer une lettre dans la suivante , il faut aussi 
augmenter de l'unité le nombre de %%% accens ; ainsi a se changera en V , 
y en c" , c" en 4'" , etc. 
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Lorsqife deux signes d d' se suivent , le dernier à gauche a£Pecte toujours 
tout ce qui vient après lui : ainsi , dans p". ç'*. <pa , p^ affecte toute la quantité 
p'».(p^r. On voit par là que n.p'^.^ ::=3 -d.-dW = ry.d' = d'^ ^ et qu'en 
général le coefficient de x'y^ dans le polynôme sera désigné par p«*.p'*.a. Donc 

».a = &, pa.a = c, p3.a = rf, p4.a = c,etc. 

D'.a = i', d.d'. a=:c', p2. d'. a = ii', p3. d'. a = a' , etc. 

p'3. a = c" , D. p'a. a=:d"^ pa. p'2. a = c" , etc. 

p'5,a = <i^'', D.p'5.a = e^", etc. 

p'4.a=:e'^, etc. 

Mais , si on regarde & et &' comme lés premiers termes des polynômes doubles 



suivans 














b -+- ex ' 


-4- 


dx^ -h ex^ 


+ etc. 


** + 


c'x -H d'x' 


+ efx^ -H etc. 


+ c'/- 


+- 


d^xy -f- elx^ 


•4- etc. 


-+- 


c'y -t- <i"icy 


+ ^'xy H- etc. 






d"y» -h e"aîya 


+ etc. 




-h d"'y 


H- e"'aya + etc. 






+ c'y 


+ etc. 
-+- etc. , 






•4- e"j^5 -f. etc. 
H- etc. ; 


on aura 


, 












D. i — c , p2. 


b 


= J, p5.* = 


: e , etc. 


r>.bf = 


= c' , p».^ - 


^'i p'-*' — ^1 etc- 


d'. ^ — c' , D. d'. < 


b — d'y Ç3.d'.*: 


=^, 


d'.^ = 


= c", d.d'.^'= 


=rf", p2.D'.*'=e", 


p'^- 


.b 


p'3.* = 


=e", 




ç'». i = 





Nous faisons cette observation principalement pour que, quand les d et n' 
affectent des lettres simples, on ne soit pas embarrassé par les coëfficiens 
numériques indiqués par les c qui se mettent au-dessous des caractéristiques 



D et d'. 



Quand il faut désigner d'une manière générale les coëfficiens des produits 
des puissances de j? et de jr , nous employons des lettres' ou des nombres 
inférieurs : ainsi , pour désigner le coefficient de x^^'^ dans le polynôme du 
numéro précédent , nous écrivons am,n i l'indice inférieur m,ri indique la 
{m + «)**"• lettre après a dans Tordre alphabétique, et comme Tindice n est 
précédé de la virgule , il marque que cetYe lettre est en outre affectée de n 
accens. De cette manière, p^.p'^.a = a3^a=/"; p^«p''« ^ = ûa,3 =/"'; 

p4.ç'3.* 
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péwp'S.^ = &4,5 = i"'i j4m,n = p*.p'".u^y etc. Nous employons les accens 
pour nous conformer à l'usage reçu. 

PaOBIiÀMB. 

i3i. Développer une fonction quelconque de polynôme double i 

a + bx + cx^ -H dx^ -f- ex^ + etc. 
b^y + €^xy •+• d'x^y + ^x^y + etc. 



4- (Jfy2 ^ d^^xY^ -I- e"a:aya -t- etc. , . . 

^ -h ii'"/5 4- ©"'jjj^s 4- etc. '^ 



4-e"/4-4-etc. 
-f-etc. 
en une série de la forme 

-^ -H Jîa: + Cx^ -f. Z)x5 ■+- Ex^ + etc. 
jjy ^ Oa^ + Zya;a^ -f- Ea^y + etc. 
C^a 4_ /y'jpya «1- £"0:2/2 ^. etc. 



^ lyyi + £"^a;/3 + etc. ••••(^) 



+ etc. , 
et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres. 



La solution de ce problème fait l'objet principal de ce paragraphe ; nous 
allons y procéder par degrés, et recueillir les théorèmes qui s^ofifiriront sur 
notre route. 

(I.) 

i3^ Cherchons d'abord à exprimer en signes de dérivation les coë£Sciens 
de la série ( 2 ) , sans les développer. 

Supposons qu'on ait simplement la fonction 

(p{a ^Vy'\-c!^y^ + i/"y3H-etc.) ; (3) 

elle donnera , par l'article premier et le n.^ 1 3o , pour la série résultante de 
son développement , 

(pa -H i>\(pa.y H- ç'^«(pûf./^ -+- p'3.(pa.y5 -H etc. ••••(4) 

Actuellement , si l'on change a en a ^ bx '\' cx^ -+- dx^ H- etc. , V en 

V -+- dx ■+• d^x^ + etc. , c" en c" H- d^^x -f- etc. , ^'" en li'" + d^^x -H etc. , etc. ; 

Dd 
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la fonction (3) devient La fonction proposée (t), et (pa, i>'.<pa, p'^.ipa, etc. 
dans la série (4) se changent, savoir , 

(pa en (pa h- d. cpa. j; -)- g^. {p<2. x' -f- p'-ip^. j:' -h etc. , 
d'. (pa en d'. (pa -+- d. o'. (pa. x H- p*. d'. (pa. x* + p3. d'. (pa. i' + etc. , 
p'>. (pa en p'",^« -+- D. p''.(pa. x h- p^. p'^. (pu. x» + p3. p'», ^q. x' h- etc. 
etc. ; les d sans accent s'étendant Â tout ce qui âuit jusqu'au point après la 
lettre a. 

Mettant ces expressions dans la série (4), la fonction proposée (1) devient, 

en ordonnant suivant les puissances et les produits de x et de ^ , 

(pûH-D. ^û. X -+-p».(pa.x3 -+- p3. (pu. x3 -hp4. (pû.x'i -h etc. 

H-D'.<pa.j' -I- D. d'. (pa. x^ H-pï.D'.^c, x^^ -+- P^. d'. (pa.x^y +etc. 

+ P^<prt./a H-D.p^{pa.xr^ +p^p'a.(pfl.x»/aH-etc. 

H- p'3, (pa./S -|_ D. p'3. (pa. xj'S _j_ etc. 

H- p'*. ^a. ^4 -4- etc. 

-f-etc. 

d'où l'on conclud que le coëiTicienl du terme quelconque affecté dex"j'" dans 

la série (a) sera exprimé par p". p'"-<Zia = '- — — • 

i33. On potirroît aussi supposer d'abord que la fonction proposée scfit 
simplement 

<p{a -H Ax H- cx^ H- dx^ H- etc.), 
et , en changeant ensuite a en û -+- è'^ -h c"^- -t- d'"y^ -4- etc. , i en ^ -+- c'ji 
-t- (^''j'^ + etc. , c en c -\- d'y -^ e"y'^ -f- etc. , d en fi -)- e'^ -f- etc. , etc. , en 
raisonnant et procédant d'une manière semblable à ce que nous venons de 
&ire, il est visible qu'on trouveroit , pour la série résultante de la fonction 
proposée ( 1 ) , 
(pû-HD.(pa.x +p^.(pfl.x2 -h p3. (p„, j;5 H- d4. ipa. x4 + etc. 

+ D'.(pa.^ +D'.D.(pa.x^ H-o'.p-'.ipa.jts^ H-D'.p^.^a. a^^ +etc. 

H- p'^.^a.^ï -4-p'-.D.(pa.x^ï -t-p'^.Dripû.x-^ïH-etC. 

r- ï ri - ....(6) 

H-p'^(p(7.^5 -J-p'*, D.(pa.x^3 H- etc. 

(^.).. + p'^'.ipa.^* -hetc. 

•+- etc. , 
et en général le coefficient de x'^y" seroit p'". p"*. (pa. 
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PniMjiie Im deux séries (5) et (6) doivent éora égales, entre, elles , pour 
txMùbs les valeurs possibles de x et de y, il s'ensuit- que les coëffioiens des 
mêmes puissances et produits de x et ^ doivent séparément être égaux entre 
eux dans les deux séries , et qu ainsi on a généralement p". p". (pa :=::p''.p*.<pa ; 
d où Ton Gonclud qu on aura toujours le même résultat final , quel que soit 
dans lequel on Êisse sur (pa les dérivations indiquées par d et par D^ 



i34« Actuellement) pour développer les coëfEciena de- ]a série (5), on 
pourroit effectuer les dérivations indiquées par d' et d au moyen de la 
méthode non simplifiée du §. I.^^ de larticle premier , et en suivant Tesprit 
des régies ordinaires du calcul différentiel; on trouveroit ainsi 

^^.(pa = 7D.(D.<pa) = Dcp^r. p2. a -f- p2(pa.(D«a)* , 

f\(pa = 7d'.(d'.(Pû) = D(pa.p'«.tf + p2(p«.(D'.a)a, 
pS.(pa == jD.(p2.(pû) = D^a.pS.a -4- n^cpa.yD. a.p3.a + ^^(pa»ji}.a.i}'^.a 

-H p3(pa.(D.a)3) et en réduisant, 
= D(pa. p5. a -h p^^a-2D. û. p2.a -f- p5(pa. (d. û)3, 

P^.D'.cpn = 7D.(d.d'.(P/7) = D^a.p^.o'.a -f- p2^a.D.<i.D.D'. a 

+ D2<pû.(YD.a.D d'.û -4- p^.cd'. c) -h jD^(pa.iD.ayu'.a^ et en réduisant, 

= D(pa. P^.d'. a H- p2<pa.(QD.ûr. D.D'.aH- Qp^. a. d'.û) H- p^(p«. 3(D.û)2D'.a, 

D. p'^. ^a = D. (p'^. (pà) = D (p a. D. p'2. a -j- D^ (pa. d. a. p'^, û H- p^ <pa. Q d'. a. d. d'. a 

-+- 3 p5^a.D.42. (d'.«)3, et en réduisant, 

== D (pa. D. p\ û H- p^ ^a. ( Q D. a. p'^. a -H q d'. a. D. d'. a) + p^(pû^- 3 d.û. (D'.a)^ 

p'^.ipâ = |D'.(p'3.(pa) = D(pa. p'?a -f- D2(ptf. joi a. p'^.a + p2(pa.|-D'. a.D'2.a 

+ p'^û. (d'.û)^^ et en réduisant , 
= D(p£7.p'3.a -f- pacpfl. Qo'.a.p'^.û H- p5(pa.(D'.a)2 , 

et ainsi de suite. Si Ton mettoit à la place des a affectés de signes de déri- 
vation les lettres respectives qu'ils désignent (n.^ i3o) , on auroit les premiers 
termes de la série tout développés. Voyez plus bas, n.** 157. 

Mais cette manière de faire les développemens des coëffîciens de la série 
t rinconvénient d exiger des réductions, parce qu'elle fait trt>uver plusieurs 
fois des termes composés des mêmes lettres ; elle ne donneroit d'ailleurs 
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que par un calcul fort long le développement d'un coetBcient quelconque 
indépendamment des précédens : aussi l'abandonnerons -nous. Nous allons 
donner deux méthodes qui feront trouver sur-le-chantp, et tout réduits, les 
développemens des coëHîciens de la série , soit en déduisant chaque coëfHcient 
du précédent , soit en le calculant isolément. 

(II.) 

Première solution du problème précèdent, 

i35. Pour parvenir à trouver sur-le-champ le développement réduit du 
coefficient d'un terme quelconque de la série indépendamment des autres , 
ainsi que pour déduire ces coëfficiens les uns des autres d'une manière simple; 
donnons un premier développement en bel b' à l'expression générale p'".p".ipa, 
afin de séparer par là les quantités polynomiales de celles qui demeurent 
affectées du signe de fonction <p. 

A cet effet , je commence par développer p'". (pa par le théorème du n." 20, 
en faisant attention que d'. a ^ b\ et j'ai 

?'"■<?« = (7) 

i)(po.p'"-'.i' H- p3(pa.p'"-a,i'a _^ p5(pa, p'/i-3. i'î _|_ etc. -h p"-' ^c. d'.^"-» 

-f- p"ip(i.A". 
Maintenant, pour avoir p"'.p'".(pa, je prends la dérivée p" de chaque 
terme de la formule précédente , ce qui donne 

p".p'-.<pa = ....(8) 

p".(D<pa.p'''-'.A') H- p'".(pï(pû.p'»-s.Z''=) H- p'".(p3{pû.p''>-3.A'5) -H etc. 

-l-p'".(p"-S(pa.p'^i'«->)-f-p"'.(p"-'(pfl.D'.è''-')H-p".(p"(pa.i"'); 
dans cette formule p" affecte toutes les quantités, a aussi bien que i', et 
aura b pour dérivée relative aux d sans accent. 

On développera en b chaque terme de la formule précédente , au moyen 
du théorème qu'oftre la formule générale du n.° 100, et l'on aura 

P"P'"-?"'= ••••(9) 

DÇa. p". p'"-'. 4' + ddÇio.j--'.(*p'"- '.*')-<- J"D$n. g--», (iïp'"- 1.4') ^- etc. 

+ p" D (p a. 4" p'" - >. 4* 

+.B'*.?:^"i8'"-*'.'.-)-l'P"$<'- ?"■'•(*?''■'• *'")+P"P'(P"- ?"■'•(*"?'"■'•*'") H- etc,, 
-Tl)lli«'h 'ilnshii. H-p"g»<pa.4"p'"-^4'= 

-l-p5(pB. 
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+ p5<P«.^*.p'»^,*'*-+-Dç3(pâkp?-». C*p'«-3.^5) + paç5;pa.Ç»-*. (*«ç'«-5. A'5) -4- etc. 

+ Ç*p3(pa.A*p'«-3.y5 

-H etc. • 

-f-Ç«-*^a.p*.p'a.A'»-.a -h etc. -f- p'»-*p«-^«ip».(*^*.p'^i'*-») 

-H p«->p«-«^a. D. (*»-> p'a.^»-a)+ p«p«-a(pa. **p'^. ^••* 

•f.p«-i<pA^«. ©'.*'•'> -H etc. 4- p*-^p«-»^p^,(i»-*B'.tf«-») 

+ p»<^Ap«.y* H-etc. -+-p«-^p«^a.p2.(^-»y") + p*-»p«<p<Ri>.(**-»5'») 

On ordonnera cette formule par rapport aux indicea des xx sans point qui 
sffectent <pa^ en mettant ensemble tous les termes oà les indicea da ces n 
font la même somme f et Von aura la proposition suivante. 

i36. Le coë£Scient du terme quelconque affecté de afy* dans le dévelop- 
fement d'une fonction quelconque de polynôme double peut s'ej^rimer par 
k formule suivante » 

p«p'-.<ptf= .....(10) 



p/a-i.^ + pa(pa.p«. p'«-^ y 2 +p3(pa.p*.p'»-5.y3 -4-p4^.p*. p'«-4, ^4 

-i-M)^.p«-^(*p'«-^^') -|-Dpa(pa.p«->.(^p'«-^.i^'a) +Dp5(pa. p—». (*p'«-5.^3) 

*HpaD^P'^*-(fe»p'«-».è') -^p^p2^.p*^.(^p'«-*.y^) * 

-H p3D(pa. p»»-3.(^3p'ii.i,^f) 

-h p5 <pa. p«. p'«-^; A'* -H p* • 4 P» ^. p4. ( i« - 4 ^'«) 

-Dp4(|)i9. p"^ K (Ap>-4. A'4) + P*^3p«-i ^^. p5. (^•-ÎD'.^'ii-i) 

.p^^P»-«.(*ap'»^5.^'3) H- etC -f- etc. +p»-*P»-^(pa.p2.(i«i-a,p'2.^'«-a) 

.p5p2<pa.p»-5,(^'/t-a.3f3) 4, P»-»P« •5(p^.I>.(^-«p'3.^'ii. 5) 

.g4D<pA p«^4. (Mp'»-*. V) -+- p* p"- 4<pa.*'»p'4. y« - 4 

p»-5p»(pa.p5.(A— 5y«) -4.p«-ap«(pa.p2.C^«-a^'») M-p"»-ip»^D.(fr*>^'«)4.p«p«(pa.^^« 

►w^w^^^tf.D.(^*p'^.y*'*) -H p" p»" * (p«. ^p'^« ^*" * 

' + P» p« - 5 (ptf . ^ p'3. i'»- 5 

E e 



I 
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137. Puisqu'on a généralement 



l«3««a*v P\ 1« 3 • • • w 



et p''+'(pa 



D''"+'(p/i 



i.Q,3....(r+5)* 
on en conclud 

et comme il est indifférent quel Êicteur du produit on multiplie par le coëf- 

ficient numérique ^ — — ^ = 9 qu on peut même , sans rien changer 

au résultat , mettre ce coefficient sous le signe n , à cause qu il demeure 
constant ' dans les dérivations ; il est clair qu'on a 

Ç'Ç'<P«- P— '• (*'Ç'-'- *'0 = P'-^'Çto. ^ 12 3....; V ~*'(^P'^- *^') » 

ou bien encore. . . . = çr+,<p«.ç«-,. j (£±fKH:£"2Hî±Ji^nW ^r j. 

_ (r+j)(r+5— 1)... (j + l) . - „-,« . 

On remarquera que = — ^ ^ est aussi le coemcient qui 

1* «• j » m m » 

affecte b'V'^ dans le développement de la puissance du binôme {b + h^y-^*^ 
et qu'ainsi On peut toujours former ces coëfficiens numériques d'après les 
exposans de b et de ^' , ou , ce qui revient au même , d'après les dimensions 
des lettres sans accent et celles des lettres accentuées. 
Ainsi on peut donner à la formule du n.^ précédent la forme qui suit 

ç*.ç'-.(pa. = -.-.(11) 



D^.p".Ç'"'^*' -Hp^(P^« 



Qp""->.(^p'»->.^) -|-p3(pa. 



3p«-'.(*p'«-«éyà) 

3p«-a.(*ap'«-».*') 



-HÇ*<P^' 



p«p'«-4.i'4 
-H4p'»-'.(ftl>'*-3.i'5) 

ep-^^Cft^p'"-^.*'^) 

4p-M3.(43ç'ii.i.jf^ 



etc.... -|-p"H-«-^ 



I. a. 3....n ^ ^ ' 

+- ^^ — ^ — T X n- (*•'* P «^ * 

l.Q. 3-...(/^i) ^ ^ 



-0 



H-B 
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-4- p«H-«— I (pa. 



(m + n^i)....m ^^^_^^^^ 



1. Q. 3.. . • n 



1. Q.3....(/î— l) 



mais la formule ( lo) du n.^ i36 donne des expressions réduites plus simples* 

i38. Avant de chercher la règle pour développer les quantités polynomiales, 
cherchons la loi de formation de la formule ( i o )• 

Si Ton examine comment les termes des séries ( 9 ) sbnt ordonnés dans la 
formule ( 10) , on en voit résulter la loi de formation suivante. 

Pour déduire dune colonne verticale quelconque de la formule (10) la 
colonne suivante , on fait varier ^ de ^' , dans tous les termes de la colonne 
donnée , et de plus a Ae b dans le dernier de ces termes seulement ; et l'on 
prend chaque fois la dérivée divisée suivante. En faisant varier a de b\ les 
exposans de V augmentent de l'unité , les indices de p' diminuent de l'unité ^ 
et les V se mettent sous les signes d et d'. En fieûsant varier a Ae b^ l'exposant 
de b augmente de l'unité , l'indice de n diminue de l'unité , les & ne se mettent 
que sous le signe d. On rejette- les termes où les indices de d' ou de d 
deviendroient négatifs. L'exposant de b ne peut pas devenir plus grand que 
m^ ni celui de V plus grand que n. 

Jjes indices des d saBS point , qui affectent (pa , sont toujours les mêmes 
que les exposans de b et de V dans le terme. 

On peut ainsi former sur-le-champ le coëfEcient d'un terme quelconque 
de la série , exprimé en b et &', en commençant par le terme D(pa. p^. p'**-'.^. 
Si l'on demandoit , par exemple , le coëfEcient de x^^ ; le premier terme seroit 
D^a.p4. p'^.^'i et Ton trouveroit, en observant la loi de formation que nous 
venons d'exposer, l'expression suivante. 

p4. p'3. (pa = 
i}(pa. p4. p'2. y + p2 ^a. p4. d'. V^ -+- p3(pa. p4. V^ h- dç5 (pa. p3. {bV^) 

H- im(pa. p3. (ip'^. V) + Dp2(pa. p3. (biJ.U^) -\-T^^^^(pa.^^.{b^.n\V^) 

-Hp3D^.p2.(*ap'2.*') 4- p3D(pa.D. (^p'2. V) 

p2p3(pa. pa. {b^y^) H-Ç^p^<P^. ». {pV^) -H p4p3(pa. M^^3, 
p4D(pa. Mp'^ô' 
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iSg. Si Ton yeut avoir la loi de formatioii en commençant par le terme 
n^n* (fia. b^ V^ y pour ea déduire successivement et en rétrogradant toutes les 
colonnes précédentes ; il suffit de £Ure précisément Tinrerse du procédé que 
nous venons de suivre ; c'est-à-dire , qu*une colonne quelconque étant donnée , 
on fera varier a de b dans chaque terme de cette colonne , puis encore a 
de ^'.dansle dernier terme seulement , et l'on prendra chaque fois la dérivée 
divisée inverse. En faisant ainsi varier ^ de & ^ les exposans de b diminuent ^ 
les indices de d augmentent de l'unité , et le signe d affecte b^ d' et ^ ; et 
en faisant varier a de ^ , l'exposant de ff diminue , l'indice de d' augmente de 
l'unité , et le signe d' n'affecte que les b^. On rejette les termes où l'exposant 
de & ou de ^ deviendroit négatif : ceux où b^ précédé du signe d' auroit zéro 
pour exposant, disparoissent d'eux-mêmes, parce que p'^ b^^ = p'^ i = o. 

Les indices des D sans point qui affectent (pa et les diviseurs numériques 
indiqués par le c au - dessous de ces d , se règlent toujours sur les puissances 
des b et b' qui suivent dans le terme. 

On peut de cette manière former le développement précédent de p4.p'3.(p^^ 
en commençant par le terme p4p3(p^.^^3 et rétrogradant. 

Dans les formules (lo) et(i i) ^ et &' sont des premiers termes de polynômes. 

i4o. Si l'on veut calculer à présent le développement réduit d'un coefficient 
quelconque de la série indépendamment des autres , les règles pour exécuter 
ce calcul découlent naturellement des lois que nous venons de trouver. 

En effet, ht loi du n.<> ]38, combinée avec la règle du n.® 47, donne la 
première de ces règles , et la loi du n.® 1 3g , combinée avec la règle du n.^ 43 , 
en donne la seconde. Nous nous bornerons h énoncer cette dernière, qui est 
là plus facile à pratiquer et qui suffît dans tous les cas. 

Mais auparavant il est bon d'avertir, pour éviter toute équivoque à l'avenir, 
que nous appellerons terme de coefficient ce que nous venons de nommer 
polonne. verticale de la formule ( 10) , c'est-à-dire, l'assemblage des quantités ' 
dans lesquelles les indices des i> sans point qui affectent (pa forment la même 
somme ; et parties de terme , les quantités appartenantes, au même terme où 
les puissances de b et b' ^ ou bien les dimensions des produits des lettres qui 
proviennent de ces puissances , sont différentes. Ainsi l'expression p'(p0.p4.^^ 
-Hnp^tpa. p3.(iD'.i'2) + ^^D(pa. p2.(Aap^2.^/) est un terme de coefficient, et 
chacun des trois termes de cette expression est une partie de terme. 

141. 
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i4i* Observons encore à Fégard des quantités polynomiales , que quand 
on en prend les développemens réduits, chaque puissance de bj n.^ i36, 
donne des produits des lettres b, c, d, etc. sans accent ^ d un même nombre 
de dimensions , égal à l'exposant de ^ , et que chaque puissance de V donne 
des produits de lettres accentuées et même différemment accentuées ^ tous d un 
même nombre de dimensions , égal à l'exposant de bK De plus , puisque les 
D sans accent affectent toutes les quantités polynomiales tant accentuées que 
non accentuées , il est aisé de voir que , quand on £ùt une dérivation D sur 
ces quantités, il faut regarder comme dépendantes les unes des autres les 
lettres qui portent le même nombre d'accens , ou celles qui n*en portent 
point y et comme indépendantes les unes des autres les lettres différenunent 
accentuées ; et que quand on fait une dérivation d' , il faut regwder comme 
dépendantes les unes des autres les lettres accentuées , même celles qui portent 
un nombre différent d'accens. 

Après cela, voici la règle pour trouver sur-le-champ le développement 
réduit de p*. p'".^a, en commençant par le terme p*p''^- ^"A", c'est-à- 
dire pour calculer le coefficient d'un terme quelconque de la série indépen- 
danunent des autres. 

R à G li s. 

1 43* Un terme quelconque développé et réduit du coefficient p^. p''*. (pa de 
ccFy^ étant donné , pour en déduire le terme suivant, en remontant dans 
la formule du n.^ i36 ; 

1.^ Diminuez de l'unité les puissances de bj en rejetant les produits qui 
ne contiennent pas b, et faisant sur les coefficiens numériques les change- 
mens qu' entraine cette diminution des exposans de h ; prenez la dérivée 
suivante divisée d de toutes les quantités ainsi préparées, tant accentuées 
que non accentuées ^ et cela dans toutes les parties du terme donné. 

2.® Dans la seule partie du terme dimné où b a l'exposant le plus grand, 

et où cette puissance de b na point subi de dérivation , diminuez encore 

les puissances de V de Vunité, en rejetant les quantités sans V ^ et en 

faisant sur les coefficiens nignériques les changemens convenables ; et faites 

une dérivation divisée vf , mais seulement sur les quantités accentuées. 

En effectuant les dérivations v, il faut regarder comme dépendantes les 
unes des autres les lettres sans accens et celles qui ont le même nombre 
d'accens, et comme indépendantes les unes des autres les lettres différemment 

Ff 
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accentuées; et quand on fait les dérivations v/, il faut regarder les quantités 
accentuées , même celles qui portent des accens différens, comme dépen- 
dantes les unes des autres. 

Les indices de d qui affectent (pa, et les coêfficiens numériques qui en 
proviennent , se règlent sur les dimensions respectives des quantités pofy'* 
normales accentuées et non accentuées. 

Quant à l'opération qu il faut Êdre pour changer les coëfEciens numériques 
en conséquence de la diminution de Fexposant de b ou de celui de V , elle 
se réduit , en conformité de ce qui a été dit dans la règle du n.^ 43 ^ à multi- 
plier par Texposant ayant la diminution , et à diviser par les dimensions que 
forment avant la diminution les lettres non accentuées si c'est lexposant de b 
qu'on diminue , ou toutes les lettres accentuées si Ion diminue l'exposant de V. 



143* Proposons pour exemple de calculer immédiatement le coëfEcient 
de a^y\ Le terme par lequel il £Eiudra commencer est p^p^(p^- b^V^ ; de là 
on déduira sur-le-champ tous les autres par le procédé de la règle 1 comme 
on les voit ici. 

ç4p3(p^.J4J'3 
+ p3ç3(pa.{63.34'3c' + Zb^c.y^ 

+ p4pa(pa.R Qi'c" 

pap3(pa. { b\3y^d^ H- 3b^d^) 4- q6c. 3V^d -4- ^bd -H c^)V^ ^ 



p4D(pa. Ml/'" 

Dp3(pa. {*(3iV + iV^dd H- c'î) + c{W^d^ + 3Ud^) -h diV^d H- ey^ 
H- p^p^(P^. { *^(Q*'c" + Qc'rf" -H Q J'c^'j 4- «K«*'^" -H «^^) 4- (3*^ + c^)<xVd^\ 
p3D(piï. {45^"-f-3éac.rf'"} 

p3(pa. \3b'^f 4- 3i'(QcV 4- d^^) ^ ZdH^] 

Dp2(pa. \b(7bf^ + Qc'e" -+• Qii'ii" 4- Qe'c") 4- c(«ftV' H- «c'rf" -|^ arfV') 



rf(Q4'^" -H QcV) -H «a4'c"| 



+ p2D(pii. {6y" 4- Qftce"' -f. (aW 4- cî»)i/'''| 
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Nous ayons mis des lignes verticales devant les parties du coëfiScieiit qui, 
forment ensemble un même terme. 

i44« On a vu dans les développemens des fonctions de polynômes simples, 
que , dés qu'on a un coefficient du développement réduit , il est plus facile d'en 
déduire les suivans que de calculer isolément chacun de^jces coëfKiciens. La 
même chose a lieu pour les fonctions de polynômes doubles ; et nous allons 
nous occuper de la recherche des régies nécessaires pour atteindre ce but : 
mais nous observerons auparavant, en jetant les yeux sur la série (q) du n.^ i3i, 
que dans les fonctions de polynômes doubles il y a différentes manières de 
déduire les uns des autres ces termes ou leurs coëfUciens ; entre lesquelles il 
y en a trois principales , savoir : 

1.^ On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent d^ns 
la même ligne horizontale , formule ( q ) du n.^ 1 3 1 ; par exemple , de 0'|y> 
on peut déduire D"ay*, £"x^«, F"x'^>, etc. : ici la puissance de^ demeure 
la même , et celles de x suivent les nombres naturels. 

2.® On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans la 
même ligne oblique, inclinée dun angle demi-droit sur l'horizontale , dans la 
formule (q) du n.** i3i ; de Cr», par exemple, on peut déduire D^x^^ E^x^y\ 
jp/ffjpîy3^ etc. : ici la puissance de x demeure la même, et celles àey vont 
en augmentant. 

3.^ On peut déduire les uns des autres les termes qui se succèdent dans 
la même ligne verticale; de ZJ.r5, par exemple, on peut déduire D^xy^ 
ZJ'^xy^, i)"|y5 : ici x etjr forment toujours le même nombre de dimensions , 
mais à chaque terme un x se change en ^. 

La première et la seconde de ces trois manières ne sont pas essentiellement 
différentes ; nous commencerons donc par exposer la première , nous dirons 
un mot de la seconde , et nous donnerons ensuite une méthode facile pour 

la troisième. 

Formons d'abord les développemens en b et ^' des premiers termes de la 
série demandée : leur ensemble formera un tableau sur lequel on lira les lois 
de dérivation qui lient les coëfFiciens des différens termes les uns aux autres. 

145. Pour former ces développemens en b et b\ il suffit de faire dans la 
formule du théorème précédent, n.** i36 , successivement et par ordre, 

m = o, 1, 2, 3, 4, 3, etc. , 
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et de taire aussi , pour chacune de ces valeurs de m , successivement , 

n = o j 1 j 2, 3| 4| 3| etc. , 

en rejetant dans la formule générale tous les. termes où les indices de d ou 
ceux de d' , et les exposans de b ou de ^' , deviennent négatifs ; ou bien on 
suivra les lois indiouées dans les n.^ 1 3 8 ou 1 3g. On trouvera ain$i pour 
les premiers termes du développement ceux qui suivent : 



(ba + j}(piimb.x 



j}(pa.j}.b 



x^ 



m 

4- j}j}(pa.bbf 



xy 



+ •D(pa.'DW 



i}(pa. ^\b 



j}j}(pa.j}.(^bb^) 
i^i}<pa.b^V 



j}j}(pa.bj}.b' 
'D^^(pa.bV^ 



05- 



xy 



xy 



^^(pa.B^.b^^ 



P%(pa.p^.*2 
+ p3<pa.D.^3 

p4(pa.^4 
D(pa. p5. ^' 

+ DD(pa.p2.(Ai^) 
p2»D^.D.(^i') 

D(pa.p^D'.i' 
-i-p«(pa.p«.^'« 

j}j}(pa.i}.{bj}' .b') 
Dp^a.i^.(^A'*) 
i^^D(pa.b^j}'.V 
'Q^^^Hpa.b^lh- 

BiPa. D. p'*. y 
p«<pa.D.D'.i'î 
DD(pa. Ap'*. i' 

Dp*(pa. Ad', y* 



a?4 



etc. 



jj3^ 



4- etc. 



^y 



etc. 



xf 



etc. 



D(pa< p'3. b' 
4-p«(pa.p'«.A'« 
p3^. d'. i'3 
p4^. i'4 



H- etc. 
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146. On remarque d abord sur le tableau précédent , que nous aurions 
étendu davantage si l'espace Tavoit permis^ que les coôfficiens des piiissances 
de X sans y , aussi bien que ceux des puissances de y sans x , se déduisent 
les uns des autres par la règle du n.^ 24. Il ne Êiut donc pas de régie 
particulière pour calculer ces coëfEciens. 

Quant aux autres coëffîciens, ne considérons -les quai^ comme se suivant 
dans les mêmes lignes horizontales; c'est-à-dire , en commençant par un 
terme affecté de y sans x ^ examinons la loi suivant laquelle se déduisent 
les uns des autres les coëfEciens des termes où la puissance de y demeure 
la même et où celles de x vont en augmentant* 

Avec un peu d'attention on trouve la loi de dérivation qui suit. 

Un coefficient quelconque étant donné , pour avoir le suivant appartenant 
à une puissance de x plus haute de. l'unité ; 

1.® Faites une dérivation divisée d sur les quantités polynomiales de chaque 
partie de terme du coefficient donné, cette dérivation affectant V aussi bien que h. 

â.® Dans la dernière partie de chaque terme du coefficient donné , c'est-à^ 
dire dans celle où la quantité polynomiale n'est pas affectée de d sans accent, 
et où l'exposant de h est le plus grand (cet exposant peut même être zéro), 
changez un' facteur V en h et faites une dérivation divisée d' , mais seulement 
sur la puissance restante de ^' , à l'exclusion de ^ ; vous formerez ainsi la partie 
nouvelle que donne la dernière partie de chaque terme du coefficient donné. 

Pour que cette partie nouvelle ait lieu , il faut que dans la dernière partie 
qui doit la donner , If soit au moins à la deuxième puissance ; car si V n'étoit 
qu'à la première puissance , en effaçant le facteur V , on auroit à prendre la 
dérivée d' de l'unité ; or cette dérivée est zéro ; donc dans ce cas il n'y a point 
de partie nouvelle. 

3.^ Enfin ^ quand on aura fait les deux opérations précédentes sur chacun 
des termes du coefficient donné , il faut encore , dans le dernier terme , faire 
varier ^ de ^ et prendre la dérivée divisée, ce qui donnera un terme nouveau. 

Tant que les puissances de h et de V ne changent pas, on laisse tels 
qu'ils sont les indices des d sans point qui affectent (pa ; mais lorsque dans 
le cours de l'opération un V se change en ^ , il faut changer aussi les indices 
de ces mêmes d. 

Si on vouloit une démonstration rigoureuse de cette loi , on n'auroit qu'à 
mettre to -f- 1 au lieu de m dans la formule (10) n.® i36 , et comparer entre 
elles les deux formules. r» ^ 
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ï47. Au moyen de celte loi on peut continuer la aérie du n." 145 auasi 
loin qu'on voudra, sans avoir besoin de recourir à la formule du n." i36 ou 
aux lois des n."* i38 ou i3q. 

Du terme affecté de y^ , par exemple, 

H- p3(pa. b' 
on déduira ainsi ceux affectés de xy' , «^5, a>y^ , etc. , tels que les voici : 



DCpa.D.p'^.i' 


Xj3 


-t-DiJirt. p^p'^.A' 


x^/î 


-trp»^p.D'.è'^ 


-hpî()5«. P^d'. 6'a 




-t-DD$fl.ip'^6' 


-!-DD(pa.l».(ip'='.i') 




H-p3<pa.D.i'ï 




-+-pâ(po:.p2.i'3 




-t-Dp»(pa.iD'.i'^ 




H-Dp-(prt.D.(iD'.i'-J 




H-Dp5(po. 6è'3 




-t-p^Dipixi^p'^. 6' 




-+- np5(pa. D. (bb'^) 




-i-^^^'(pa. b-n'. b'^ 




.titt. 




-|-p=p5(pa. i^i'3 





- p-<pii. p5. d'. fr'- 

- DDtptf. p^. (ip'^.A') 
-p'^a.p3.i'3 

- Dp=(pfl.pï.(fiD'.6'- J 

- p^Dipa-D. Cè-p'=. A') 

-DD^ipa. p-. (Ai'') 

- p ^p^<p(Z.D.(i-D'.i'ï) 
-p^DCpo. i'p'^. 6' 
-p^p^^a.D.(A^i'S) 
~ P^P''P<'' ^'**'" ^'^ 

- p3p3(po. bW^ 



148. Si l'on applique maintenant aux formules des n.°* 145 et 147 , et à la 
loi du n.*" 146, les observations du n.» 141 sur les développemens réduits 
àts quantités polynomiales , on arrive facilement à la règle suivante. 

Règle. 

Le développement réduit de p^.p'"- (p*. étant donné , pour en déduire celui 
de p"'+'.p'".(p«; 

i." Dans chaque ternie du coefficient donné, prenez la dérivée divisée D 
des quantités polynomiales de chaque partie de terme. 

2.* Dans la dernière partie du terme oit h non accentué a le plus grand 



x'y' 
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si point suivi d'autres lettres /ton-accentuées ( Fexp&sant de 
*é peut même être zéro, ce qui a lieu dans les coë^ciens fies y sans ac)» 
diminuez en outre les puissances de b' de l'unité dans tous les produits oui 
contiennent b' , en rejetant les produits qui ne contiennent pas b' , et augmentez 
•de l'unité l'exposant de b : faites en même temps sur les coefficiens numé- 
iques les changemens qu'entraîne ce changement d'un facteur b' en h. Après 
\ette préparation, faites Mne dérivation divisée d' , mais seulement sur les 
quantités pofynojniales accentuées. 

3." Enfin, dans le dernier terme du coefficient donné p^-D'"- <ptt , faites 
de plus une dérivation divisée d en faisant varier a de b dans (pa. 

Qua/it aux nipa, Q-(pa , DD<pa , etc. , les indices des n qui affectent (pa, 
et les dénominateurs numériques qui y répondent, se règlent toujours sur 
ies dimensions respectives de toutes les lettres non accentuées et de toutes 
les lettres accentuées. 

Kous venons de dire, dans la 2.* partie de la règle, qu'il faut faire sur les 
coëfliciens numériques le changement qu'entraînent la diminution de l'unité 
jQu'on fait sur l'exposant de b' et l'augmentation de l'exposant de b. Ce 
changement se réduit à multiplier simplement, par l'exposant de b' non dimi- 
nué, chaque produit où se fait cette diminution, et à diviser par le nomhre 
des dimensions de toutes les lettres accentuées avant la diminution. 

En conformité des règles des n." 43 et 47 , on devroit i." faire l'opération 
que nous venons de prescrire, et 2.", comme on augmente l'exposant de A, 
on devroit aussi diviser par l'exposant de b augmenté et multiplier par le 
nombre des dimensions des lettres non accentuées , y compris celles de b 
après l'augmentation. Mais, comme la puissance de b qu'on augmente n'est 
ais affectée de d dans la partie où se fait le changement d'un b' en b^ 
!t partant que b n'y est suivi d'aucune lettre non accentuée, la division et 
la multiplication se feroient par un même rombre et s'entre -détruiroient. 
Ainsi toute la préparation se réduit au procédé que nous venons d'indiquer. 

t4g. £n suivant la règle, on déduira sur-le-champ du terme 



- ^^(pa.{ib'd"' + c"=) 



• g'iipa. b"i 



^^^■^ jao n V OÀLCux. 


^^^L par exemple, terme que l'on peut toujours calculer par les règles du §. I| 
^^^B ou du $.111 de l'article premier, on déduira, dis-je, les développemens réduid 
^^^^K^^ des termes suivans ailectés de xy'^ , x>^4 , x^j4 , etc. , comme on les voit iciJ 


^^^^H 


a:/4 


^^^^H + f'<pa.\^b'e"' + ic<d<" -(- icfd"\ 




^^^^^K -i-ç^a.{3b''d"-{-6b'c'c"} 
^^^^^^K -l-Vf'(fia.bilb'd"'-hc"') 








^^^^^H ~^. 




^^^^H 


X5/4 


^^^^H -H p»<JI<2. 1 ib'f" ■+- ic'e" ■+■ id'd'i -H îc"e" -H d»' \ 
^^^^^H -^ l>n(fa.[bf"' + ce' ''\ 






-H pî|J)o.i3i'»e" + 6J'c'd« -f- 3{ib'd' + c'«;c''] 
-l-Dp"(pa.|4(a6'e'" + ac'ii'"-H!<:"<i") + c(aW"-(-c"")| 
-f- p^D(p(7. i-e'*' 






-(-g'<$o|44'W + 6i'"c'»| 

-(- Df;pa {b(3ù"d" -+- 6b'c'c") + c3b''c" 1 

-l-p»fi'<pa.i"(ai'<i"'-)-c"«) 








^^^^^H + 




^^^^^B 


^^^M. ^ 
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I2X 



iM^a. A"^ 






9eld"> -f- ac"/" + a4"c"} 



p3<p<7. { 34''/' -h 6fc'c'e" + 3(3*'<i' H- c'») <i"-t-3(ai'e' + ac'<i')c"} 

r'e'" H- ad'rf'" ■+• ac"e" -t- <i"a) 



(4(a*'/" H- ac'e'" -t- id'd' 



P»D(P«.{A«/' 



c(24'c'" ■+- idd' 
afccc"'} 



ac"<i") + i(a6'<i"'-t-c"a) 



p4<pa.{46'V + eb'^ctdd' 

, (A(3fc'ae" -h 6b' dd" 
i>p3<paJ 

p2pï<pa. {*»(a6'e'" + ac'<i 
p^D^a. AV 

i>i>4<p«2.{*(44'3<i' 

pap3(pa.{6«(3i'a<i" 

p3p»<pa.i3(36'<i"' 

P»p4<pa.{fc346'3c' 
p3p3(pa. 633i'»c" 

p3p4(pa. A34'4 



III 



46'c'3} 

3(ib'd> 
ciSb'^d" 

ac"d") 



c'^'y) 
H- 6b'c'c") -+■ d5b'^<^' 

^bc{'ib'd"' ■+- c"2)) 



x^y^ 



eb'>c'^) + C46'3c' -t- db"i} 
efc'c'c") + aic36'ac"} 
c"c") 

a^c*'4} 



etc. 



i5o. Nous avons vu, n.» t33, que p'«. p"». (pa est égala p". p'».^tf; si donc 
on développe la première de ces expressions d'une manière pareille à celle 
par laquelle on a développé la dernière dans le n." i33 , à cela près qu'on 
commence ici par les dérivations indiquées par d , on aura la formule 



p'». p-. (pa 



p'". (D<pa. p"»-«.i) -+- p'". (p2(pa.p"»-».^») H- p'*.(p3<p<ï.p»»-3.^) -f. etc. 
-I- p'«.(p»-»(pa.p2.^-a) H- p'».(p'»-«<pa.D.^"-') ■+- p'».(D*(pa.**); 
et de là , en développant encore en ^' chaque terme ^ on tirera 
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p'-.g-.fpff = 



i>(pa, p'«, p"" '. i 



■+- p^ffa. p'*. p"'^' i'i 
-Dp5(pa. p'"-',(i'p''-3. i^J 
-p^p2<p«.p'''-^(*'^p"-^.tï) 
-p3D(fl«. p'"-^(A'5p"'-i.i) 

-p«-»p"(p^.p'^.(i'"- = i") 
-p''-'p"'-'<p<I.D'.{i'''-'D.i"^') 



p>?a.p".p-- 


.i' -t-p'^p'".g"-'.*' 


a.p'"-'.(4'p"- 


'.«) +Dp"(pa.p''-'.(A'p"-",*') 




+ ?'">?<'•?''-■(*'"?'■'•*) 




-l-p"-'p"ipa.p'î.(4'"-3i-) 


-i- etc. . . . 


^.p.-.p..,Ça.p''.(4'-"D.J"->) 





- p''p'"-'(pa.i'''p^ i"-- 






- p''p'"<p<ï. è"^*. 



-p"P""^<P«- *'"?'• 



Cette formule se déduit immédiatement de celle du n." i36 , si dans celle-cï 
on échange entre elles les lettres b et V , les exposans et indices m et n , et 
les signes » etn'. Elle sert comme l'autre, avec les changemens convenables, 
à calculer un terme quelconque de la série indépendamment de tous les autres, 
ainsi qu'à déduire les uns des autres les coëfliciens de ces termes. Mais , au 
lieu que la formule du n." i36 nous a conduits à déduire les uns des autres 
les coëfGciens des termes qui suivent la même ligne horizontale, celle-ci fait 
arriver à la règle pour déduire les uns des- autres les coefficiens des termes 
qui suivent les obliques inclinées aux lignes horizontales d'un angle demi- 
droit, du terme Dx^ , par exemple, les termes E'x^y , J^'x^j^, C'œ'^y- 
H"'x^j^, etc.; et c'est là la seconde manière de déduire les uns des autres 
les termes de la série , manière dont, à la fin du n." J44, nous avons promis 
de faire mention. 

Ici , lorsqu'on effectue les dérivations d' sur les quantités polynomiales , il 
faudra regarder toutes les lettres différentes , avec ou sans accent , comme indé- 
pendantes les unes des autres, à l'exception seulement des lettres qui dans le 
polynôme du n." 13g suivent les lignes obliques, inclinées sur les horizontales 
d'un angle demi- droit , comme c , d' , e" , /"' , etc. , lesquelles seront regardées 
comme dépendantes les unes des autres; et quand on fait une dérivation o 
sur les seules lettres sans accent, on l'effectuera à l'ordinaire, en considérant 
ces lettres comme dépendantes les unes des autres. 

Pour ne pas passer de justes bornes, je supprime des détails, que le lecteur 
suppléera aisément. 
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Seconde solution du problème précédent. 

i5i. Nous allons présentement donner, pour résoudre le problème proposé 
Ha n." i3i , une méthode qui, lorsqu'il s'agit de déduire les coëfBcîens de la 
série les uns des autres, est à quelques égards plus facile que celle que nous 
Tenons d'employer : elle est d'ailleurs plus étendue dans ses applications. 

Nous avons remarqué, n." 144 , qu'on peut aussi déduire les uns des autres 
les difFérens termes de la série (a) n." i3i qui se succèdent dans les mêmes 
colonnes verticales, c'est-à-dire les coëfGciens affectés généralement de x", 
r"-»j', x"-=j3, x"-5_j'5, etc.; et c'est de la manière de faire cette sorte de 
dérivatiotis que nous allons nous occuper. 

103. Si dans le polynôme double de la fonction proposée 

-\- bx -\- cx^ H- dx^ -h <?x4 -4- etc. 1 



■ ^'x ■ 



c'xy -4- d'-x^y 4- e'x^ 


H- etc. 


c'y» H- d"xy' H- e"xy^ 


-h etc. 


+ d'"y^ H- e"'xy^ 


-h etc. 


c">4 


-H etc. 




-f- etc. 



• w 



00 considère les coëfGciens des colonnes verticales; on voit qu'en imaginant 
i = I , le polynôme se partage en plusieurs polynômes simples qui procèdent 
suivant les puissances de y , savoir 
b -^ b'y, 

c -^ c'y - 
d H- d'y ■ 
e -H e\y • 






. d'y-' 



•(*) 



Si maintenant on regarde les coëfGciens de ces polynômes partiels comme 
dérivant les uns des autres , on est conduit à une nouvelle sorte de dérivées 
où les lettres ne changent pas , mais seulement les accens , et où b' , c" , d'" , 
f"", etc. , sont des dernières dérivées , dont les dérivées ultérieures sont zéro. 

i53,Désignonspar''D<','3p'','3n<', etc., les dérivationsde cette espèce; on aura, 
en regardant b^ c^ d, e , etc. , comme des premiers termes de polynômes , 



ia4 i^u calcci. 

'ido.A ^i'; ''do.c^ic', 'apo.c = c"; '«n».^ = d' ^ '^pf.rf =: d" , '3p".rf = d'"; 
'iD^-e ^ e', 'ïp^-e = c", '^po^ ^ c'" , '4po.c :^ e""; et ainsi de suite. 

Si l'on compare '^p".* avec d'^-Pj on voit que dans '3p°.e la lettre ne 
change pas , mais seulement le nombre des accens , tandis que p'^.e dénote que 
la lettre change en même temps que le nombre des accens, car 'îpo.e^*^'" et 
■g'\e = h"'. En général p"'.p'''.i indique la (/» + »)'*"• lettre après i , alï'ectée de n 
accens, tandis que '"p".!!""./» indique la m**"' lettre après b all'ectée de n accens; 
et, en seservant des notations générales indiquées à la fin dun." i3o, on a p"-p'''-i 
ou p'''.p".A =: l)m,a et '"po. p"". 6^ im-,,n, d'où lon conclud que '''p''.p"'.Z' est 
la même chose que p""". p'". A» et '"p". u'".(pa la même chose que p"-". p'". i^. 



i54- Cela posé, passons : 
proposée (a) on suppose 

ix H- Ay =; 2 

dx^ + d'x^'y - 



i solution du problème. Si dans la fonction 



d"xy^ ■+- d"'y'i = © , 



.(c) 



etc., 



■ e'x^y -H e jc^y H- e"'a:y^ 



t = e, 



la fonction prendra cette forme 

(p(a-+-ÎSH-.SH-©-+- e-f- etc.)i i^) 

et l'on aura pour les premiers termes du développement (n.' 33 ) 
(pfl + DCpd.S -+-D(pû.e H-D{pa.îi +DÇ)a.e 

-hp^cpa.aS» -+-pï<pa.3S8g -+-p^cpa. (sSSO-hS^) ^gtc.;.. (e) 
-h p5<pa. S95 4- p3(p«. 3S8^e 
H- p^ipa. 934 
et comme tous les polynômes (c) sont homogènes en :r et /, de même aussi 
toutes les colonnes verticales du développement (e) seront homogènes en x ety^ 
(pa ne contenant ni a; ni^, et les q.*, 3.', 4.', 5.", etc. colonnes étant respec- 
tivement de une, de deux , de trois , de quatre, etc. dimensions en x ety. 

Ke prenons qu'une de ces colonnes, la 5.' par exemple; ce que nous en 
dirons s'étend à toutes les autres. On voit qu'en y mettant uniquement b , 
c, </, e à la place de ^, S, iS, S respectivement , on aura le coëHicient de 
ac4, lequel sera par conséquent 

D(pa.ev)-p3jpa. (ai^-Hc3) -^-■^^(pa.Sb^c -j- p4(pa. M, .... (/) 
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et qu'en faisant x =i i dans les polynômes (c), en mettant les polynômes (^) 
à la place de 93 i S , î> , Q respectivement , et en développant suivant les puis- 
sances de^ l'expression qui en résulte, on aura les coëfficiens de a:4, ^z^t 
œ^^ , xy'^ I ^^ • en effet , par cette substitution la colonne cinquième devient 

Dtpa. (e 4- ^[y -t- «'[y^ -H ^'y^ -H «' ^^) 

+ p2(pû.{Q(*4-Ay)(rf4-J[y + ^'y4-€i''[y3)4.(cH-c[y + c'^^^^ 



••#• 



p3(pa. 3(A-t- *[y)2(c + c[y 4- c'Jya) -' ^^ 



p4(pa. (i + A[y)4 

Mais il est aisé de voir que les coëfficiens de j^ , y^% y^ \ y^ du déve- 
loppement de ( ^ ) se déduissent facilement par dérivation de la formule (/*) ; 
qu'il suffit pour cela de supposer que £ , c , J , e aient pour dérivées celles 
que nous avons indiquées ci-dessus n.^ i53 , et d'appliquer les théorèmes et les 
règles du §. L^ de l'article second, en regardant chacune des quantités e, 
^hdy c^, 3^^c, M comme une origine particulière de dérivation, et toutes 
les lettres différentes comme indépendantes les unes des autres. On voit 
d'ailleurs que cette formule (/*) n'est autre chose que le coefficient développé 
et réduit de a?4 dans le développement de 

(p(a •+- ij5 + cx^ 4- do^ •+- etc.). 



i55. D'après cela , et en observant que les régies pour faire les dérivations 
indiquées par '^d^ , '^p^ i etc. , '''p^ sont les mêmes au fond que celles que nous 
avons données pour les cas où les dérivations exigeoient le changement des 
lettres ; on a , pour le coefficient de (x?y dans le développement de la fonction 
proposée (a) , ou pour celui de y dans (^) , 

pour le coefficient de^^ dans (gf) ou de x^^ dans («), 

D(p^ï.'apo.e-f-p^<P^. l'^p^. (q^^)H-'^P®.c2} -h p3(p«.'^p®. (3^^c)4-p4^.'2po,34. 

pour le coefficient de^^ dans (^) ou de xy dans {e)^ 

D(pa.'3po.e4-p2^.{'3po. {<ihd) -+- '3po.c2 1 4- p3(pa.'3po.(3i2c) 4- p4^.'5p^.M ; 

et enfin , pour le coefficient de ^4 , 

D(pa.'4po.e 4- Ç^<P«« { '4po.(Q W) 4- '4po.ca | -+- p3(pa.'4po.(3^c) 4- p4^.'4po.K 

Si , en déduisant ces coëfficiens les uns des autres , on e£Fectue les déri« 
yations par les procédés du $. L^ de l'article second , en faisant attention aux 

li 
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lettres accentuées dont les dérivées sont zéro ^ et en observant qu'ici a n a 
point de dérivée , on trouvera les coëfficiens de la cinquième colonne du 
n.*^ 157 ci -après. 

i56. Il est facile de voir que ce que Ion vient de dire de la colonne 5.* 
de la série du développement , s*étend aux autres colonnes verticales , et 
qu'ainsi on peut établir la règle suivante. 

RÈGLE. 

Pour dé\^elopper une fonction quelconque de polynôme double , en une 
série double; 

Calculez les coëfficiens des termes affectés de x, x^ , a? , x^ , etc. x^^ etc., 
sans y , par la règle du n.^ 3o , en excluant du polynôme tous les termes 
affectés de y. 

Puis , pour déduire du coefficient de x* ceux de (x^^^y, x^^^^ , a^'^y^, 
etc. successivement; dans les quantités polynomiales du coefficient de x^ 
développé et réduit, considérez chaque monôme comme une origine parti- 
culière de dérivation et les différentes lettres qui le composent comme des 
quantités indépendantes les unes des autres, et faites une dérivation divisée, 
en supposant la dérivée divisée de a égale à zéro , celle de b égale à V , d 
celle de c ^ d^ celle de d , etc. ; faites ces dérivations par les procédés du 
§. /.*' de r article second, et dous aurez le coefficient de x^-^y. 

jéyant eu soin de distinguer par des barres verticales , ou autrement, les 
unes des autres les quantités provenues des différens monômes du coef- 
ficient de x^ ; faites une seconde dérivation divisée , suivant les procédés 
cités , en supposant la dérivée divisée de V égale à zéro , celle de d égale 
à d^ , rf'' celle de d^ , etc. , et vous aurez le coefficient de x^- ^^. 

Continuez d'une manière pareille pour avoir les coëfficiens de x^'^y^, 
aî»-4y4, etc. 

Les barres verticales servent à partager les quantités en groupes , à chacun 
desquels il faut appliquer en particulier le procédé de dérivation qui résulte 
de la règle du n.^ 88 et de ce quon a pratiqué dans V exemple du n.^ 99. 

Cette règle est facile et commode ; nous nous en sommes servis pour calculer 
par colonnes les coëfEciens réduits de la série suivante. Le lecteur^ pour 
s'exercer , pourra pousser plus loin ce développement. 



DES DlâaiVATIOKS. 



Ïfl7 



157. Voici les premiers termes réduits du développement de là fonction 
de polynôme double proposée n.^ iSi. 



. X^ COL. 



3.t GOLOHNB. 






052 









:ry 



J^^ 



i^.t G O L O K K B« 



5>* COLOHHB. 






X' 






j}(pa. d' 



Ç2(pa.| 






xy 



DCpa. e 

p3(pa. 3A2c 
Ç4^.64 



OJ* 



p3<pa.(36V 
p4(pa. 4634/ 



^Vd\ 
tbVc) 



2ccf) 



a?'i 



( abc'' ) 



p5(ptf. 3bb'^ 

p2(pa. q6'c" 
p^cpa. 6'3 



^' 



i2bd''^7Vd'\) 

p3(pa. { 3 A V-h664'c' + 3A'ac} 



-+- p3(pa. (Sbb'd' -H 36V) 
+ p4(P«. ibb'^ 



p^.(Q*'^'"| 

p3(pa. 36'2c" 
p4^. 6'4 



c"2) 



Iy4 



id8 



DU CÂXiCUI. 



6."^ COLONNE. 



DCpa./* 

p4(pa. 4&3c 
p5(pa. ^5 

p2(pa.{Q6e' 
p3(ptf.{342rf' 
+ p4^. { 46 V 
p^^3i46' 

p^(ptf.{Q^e'' 

p3(pa.{362^" 
p4(pa. 1 4i V 
p'(pa«io&33'2 






x5 



6bb*d\-h3b%cc^-h3b^c^] 
iQb^b'c] 



x^ 



, i 



X^i 



6A4'J' -+- ZV^d\ -H 36(acc" -+- c'a) 
laiai'c'-t-iaW'ac} 



36'acc') 



ixpa./"' 

pa<pa.{aie"' -f- aJ'e" | -+- aof'" h- ac'^i" -+- ac"</'} 
p3<pfl43Aa<i"' + 66A'«i"-i-3ô'»</'|H- 3i.9c'c"-H36'(acc" 
ç4<pa. JiaJïA'c" •+- laW'c' 4- 4A'5c} 



«^5 



c'»)l 



ç*(pa.{a^e'*' 
ç3<ptf.{6A6'rf"' 
p4^a.{iaWac" 
p5(p0. 36à'4 

çacpa.faiVi 
ç3<pa.|3é'»d'"| 
ç*<pa. 46'5c" 
p5<pa. ('5 



96 V" I 
3i'a4i"| 
4i'3c'> 



ac'rf'" 
3*c"» 



ac"«i"| 
3i'.ac'c"} 



jçy4 



ac"/i"'} 
3*'c"»i 



^ 
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+ ç<pa.g' 
Ç3(ptf . { 3A2c' 

p6(pa. 6^5^^ 
T>(f>a.g" 

,. i3AV' 



x^ 






a?*r 



a:;4y' 



Qc"^ 




p4(ptf.{463^'' 
p6(pa.i5*4A'2 



+ 3i'(îcd' 
1 Q 624'^' 4- 1 Q j j'2^ 1 4- 6i2(a ce'' 



^dd"^d'^\ 

ada + Qc''d) 

^dd)\ 4-3cV'^3cc'a 



I 



Ç3<p, 



a. 



p»<pa.{a*/"' -4- 9*y"| + ace"' + ac'e" H- ac"e'| + 9<W" 4- Q<«'<i"| 

S^V" -4- 666'c" H- 3*V| + 3A(ac<i"' + ac'i" + ac 

+ 3i' {icd" + ac'/i' -f- ac"/i) | + Scac'c" 

^ ^''i + ia6*'(acc" + c»^ 

p5(pa.|aoA5à'c" -f- 3ob'*b''c/ H- ao46'5c} 

p*(p«.ao634'3 

Kk 



X^' 



/c"-t-c'3j 

'c» ) 

H-6*'2acc'J 



id8 
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D(pa./ 


xS 




ç4(pa.{4i3c'H-ia52A'c} 
p6^ 3M6' 


a^ 


ça<pa. 1 aie" + a^V | 4. ac<i" -t- ac'<i' -h 9c"<i} 
p3(pa. { 3b'd" -+- 6W<i' H- 3A'»//| H- 3i(acc" -h c'a) 
ç4<pa. 1 463c" H- 1 ib'^Vcf -f- 1 aii'^c} 
p'^»0.ioi36'3 



a;3y! 



36'acc'} 



ixpa./"' 

ç»<pa.{afte"' -4- ai'tf" | -4- ac/f" ^- ac'^i" 4- ac"</'} 

p3(pa. {^363<f"' H- 6W<i" H- 3i'3//' | -+- 3b. ac'c"-+- 36'(acc" 

ç4<pa.|ia6a6'c" -H laW^c' H- 44'3c} 

çS(pa. io6*i'3 



05^5 



c'a)} 



ça(p<ï.|ai«"' 
ç3(pa.{6W<i"' 
ç4^a.{ia66''c' 
+ p5(pa. 5iA'4 

Ç3<pa.{9i'c"'| 
ç3<pa.|36'»<i"'| 
ç4<pa. 46'3c'^ 



7 



a4'e"'|-+-ac'//"' 
3i'a<;"| + 36c"a 

46'3c'} 



2c"<i"| 
34'. ac'c"} 



jçy^ 



ac"</"'| 
3*'c"aj 



rf 



id8 
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6.«M c o L o ir ir B« 



D(pa./ 
^'<pa.\2be-+- 9cd] 


a;* 




D(p«./' 

ça^.{9Ae' + 9b'e\ -+- ac«î' -+- ctc'd] 

Ç3(pa. 1 3ia<;?' H- 6bb'd + 3 Aacc' H- S^'c^ } 


x^ 


ça<pa.|aie" 4. ai'e'| 4- 9cdf' ■+■ ic'd' -+->ic"d] 
^^<pa. {3b'd" -+- Sbb'd' H- 3b''d\ H- 36(acc" -+- c'a) 
ç4<pa. {4ô3c" H- ia6»i'c' H- la W^c} 



X^i 



3b'9CC') 



ç»(pa.{afte"' -+- a*'«" | H- ac<i"' -t- ac'<i" 4- ac"</'} 
p3<pa. \3b'd"' H- 6W J" -h36'»</' | h- 3b. ac'c"H-3*'(3Cc" 
ç4^.{iaA»i'c" -f- ia6i'»c' -+■ ^b'^c] 



05^5 



c'Ol 



p»(pa. { a**"' H- aAV" | -+- ac'<?"' 
y^<pa.{6bb'd<"-^3b''d"\-+- 3bc"'» 



ic>'d"\ 
3 b'. ac'c"} 



p4^a.{iaW»c" 

ça(pa.{a6'e'*'| 
p3(pa.|3i'a<i"'| 



46'3c'} 



xy4 



ac"<f"'j 
36'c"aj 
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ç3(pa.{3iV 
p5(pa.| 5 Me' 

i>(pa. g" 

p2(p/ï.|Qft/'' 



X^ 



i^b^b'd I H- 6*2 Q ce' -H \2bb'c^ \ 
^xob'^b'c] 



3cV] 



^r 



cr4y2 




p4(ptf.{4i5^'' 
p5(pa.{5Wc'' 
p6(pa.i5M6'a 



6WV+ Zy^e\ 4- 3*Cqc^'' 

H-3*'(îc^' 
1 Q i^j'^' + 1 Q Jô'2^ j -4- 662(q ce'' 

Qo436'c'-4-3o42i'ac} 



ldd)\ H-.3cV-4-3cc'a 
c'^) -M Q ii'Q cc'+ 66'2c3 1 



i 




i>(pa.g"' 

Ç»<pa.{2*/"' -t- iVf'\ + ice'" + 2(^e" -h 2c"c'| + 9<W" + id'd"] 

^ ^^"i H- 36' (ac<f " -h ac'<i' ■+■ id'd) \ + 3cac'c" 

4^3^'" H_ ïai^i'/i" H- ia66'2<i' -t- ib'id\ -+■ 6*»ac'c" 

H- 19*6' (ace" •+• c'a)-!- ()VHcd 
ç5(pa.{9o636'c" -H Soi'i'V H- aoWc} 

K k 



a^y'i 



p4(p 
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pour avoir ''po.ç'.^^^ je fais la dérivation '3po sur chaque terme, en regar- 
dant bf c^dete comme des quantités indépendantes, ce qui donne , n.<^ gg et 23» 

'3po.p3. ^3 = '3po. (3^2e) -H '3go. (S^qc^) ^- '3ço. ^3 = 
33a. »3po. e _|_ 'idO. 3^2. 'aço. g _4_ 'apo. S^a.'ino. e -f- '3po. 3^3. g 

6*c. '3po.<i _j_ 'i^o. (6^c). 'apo. É? H- '*p°. ( 6bc). '^Do.d -+■ ''p*. (6*c). d 

Dc'.'apo.c' H- pac'/'po.c'a -+- p'c'.c'S 

3^3c"' + 6*^'e" H- 3*V -+- o 

6*c«i"' -4- 6 {bc> H- ^'c) <i" ■+■ 6 (*c" + 3'c') d' -+- 6*'c"^i 

o H- 3cit^c" -4- c'5. 

On prendra de la même manière les dérivées '%<> des autres quantités polyno- 
miales , et l'on parviendra ainsi à former le coefficient demandé. 

(IV.) 

i6o. Passons maintenant aux fonctions d'un polynôme triple ou quadruple : 
ce que nous avons dit des fonctions d'un polynôme double , comparé avec les 
formules et les règles données pour les fonctions d un polynôme simple , met 
déjà sur la voie de traiter les cas des polynômes triples et quadruples, et nous 
dispense, d'entrer dans de trop longs détails. 

Problèmb. 
Développer une fonction quelconque de polynôme triple , 



<P 



bx 


-h 


ex' + 


dx^ 


-H etc. 


b'jy 


■+■ 


dxy -+■ 


d^x^y 


H- etc. 


b''z 


■+■ 


c/'y' -4- 


d^^xy^ 


H- etc. 




H- 


c'xz •+■ 


d">3 


+ etc. 




-+- 


dyz -h 


â'x^z 


+ etc. 




+ 


c'"za -f- 


a'^xyz 

d'^y^z 


-h etc. 
+ etc. 






I "^" 


d'^^xz^ 


H- etc. 






-H 


d''"yz^ 


H- etc. 
-H etc. 



etc. 

en une série triple , et calculer un terme quelconque de cette série indépen- 
damment des autres. 

On 
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aS3 



On obserre •dans le polynôme que les accens précédés de la virgnle se rapr 
portent auz z , comme ceux avant la virgule ou sans virgule au^y ; que ^.n*a 
jamais quun accent soit sans virgule soit avec virgule y c n'en a jamais que 
deux y d trois , e quatre , et ainsi de suite : ce qui sert à fEÛre reconnoltre les 
derniers coëfliciens du polynôme. 

16 1. Solution. En réflécliissant à ce qui a été dit au n.° i33 , enverra facile- 
ment que le coefficient du terme quelconque de la série afFecté de af^y^xF sera 
représenté par l'expression p«.p'".p''^(pâ, qu'il s!agit de développer en b^ V et VK 

A cet effet, on développera d'abord p'"*p''^<p^9 ce qui se fera en changeant 
dans la formule du n.^ i36, d. en d'. , d'. en d'\ , 3 en ^', ^' en ^'' , 7» en n 
et #} en r; ensuite on affectera de p" chaque partie de terme du résultat; on 
développera de la manière pratiquée au n.^ i35 , et en ordonnant par rapport 
aux indices des d qui affecteront (^ , on trouvera 



i)^.Ç«.ç'».ç'''-«.*'' 



ç-p\p"r.ç>a = 

p^.p-.p'-.p'''-*.*"« 
nD(pa.p*.p'«-».(*'p'''^- \V^) 
x)D^. p»-*. (^p^«. p''^- ».'*'') 



Ç4(pa. p«. p'«. p''''-4. i''4 
DD3(pa. p« p'* - \ (*'p"^ - 5. J''3) 

p2p2^a. p». p'«*-a. (i'2p*'''-a. y'a) 
Ç^D^pa. p» p'«-3. (6'3pVr. 1^ jvj 

Dp3(pa. p«- ». (*p/*. p''''-^. i''5) 
DDpa<pa.p«^».^ 4p'«-».(i'p''«.*''a) } 

-*- P^Ç^^' p^-^-Ci^p'^.p'''^-^ i''^) 
H-p*Dn<pa.p»->.{6ap'/i-i.(iV-i.4*')} 

-h p%(pa. p»-3.(63^'«.p'''->. t'*) 



p^(pa.p«.p'*.p*''-5.A''5 . 

np^cpo. p«. p'« - ». (i'p'''-«. 6''«) 
p^ixpa. p*. p'«-a. (i'^''''- ». J*^ 
Dp^. p»- ». ^*p'*. p''*^-». 6''a) 
DDD(pa.p*-». { Ap'«-».(i'p'''^».6'')| 
p^ixpa. p»-^ (i^p'*. p'''- ^ 6'^ 

etc. H-p«-5p*p^<pa.p3.(4— synivrj 

p«-«p»p''- « ^a.p3. (i« -a 4'«d''. y*'- >) 

P«.ipii-apr^^.X).{A»->p\(y«-a4''^)J 
^Ç».|Çii.ipf.i^p.|jp.ill^(4'ii.i,>''yfr,ij| 

•+• p*- » p'p'-^ipa.i). (*»*» A'«p''^ 6*'''-*) 
+ p*p* - ^p'<P^. i* p'^. ( V^ - 5 y*') 

p*p« - « p'' - » ^a. **»p'2. ( é'«- «d''. 6''' - « ) 

etc. H- ç"ç"p'- ' ^a. i"^"ç''5. i"'-» 

Ll 
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+p»-»p«p^-»^,D.(6*-'i'«D''.4''") H- p*p*p^- » <pa.A"4'*D '.i''^-i 

+ p*p" ' * p'^ 4*p'^» (*'* ' *A''0 
-l-p*p«-»p^->^.4«D'. (ft'»-«D '.6''^-») 

-H p "P "p' " ^^- ***' "p''^- b"^^ ■ ^ 

Dans cette expression ^b^ V ^ b'^ doivent être considérés comme des premiers 
tames de polynôme. 

• 

162. Voici la loi qui règne dans cette formule. Pour déduire un terme quel- 
conque de cette formule du précédent , il sufEt de faire varier a de ^'' dans 
chaque partie du terme donné , et encore a à^ V dan^ les parties où V^ n est 
qu*à la première puissance ; puis de faire varier a de ^ dans la seule dernière 
partie du terme , c'est-à-dire dans celle où b'^ est à la première puissance et 
où V n'entre pas : on prendra chaque fois la dérivée divisée suivante. Lorsque 
a varie, de V^ ^ les exposans de V^ augmentent, les indices de d'' diminuent 
de lunité , et les V^ se mettent sous les signes d , d' et d'' : lorsque a varie 
de ^ , les exposans de V augmentent et les indices de d' diminuent de l'unité , 
les V se mettent sous les signes d et d' : et lorsque a varie de b , lexposant 
de b augmente et Tindice de d diminue de l'unité ; & ne se met que sous le 
signe D. On rejette les parties dans lesquelles Imdice de d , ou de d' , ou de 
d'' deviendroit négatif. L'exposant de b ne peut pas devenir ^ m, ni celui 
de y > /», ni celui de b''^r. (Comparez avec le n.® i38.) 

x63. Si on veut lire la formule à rebours, en commençant par le terme 
p*p«p^^tf . ^A'»y' et remontant; on verra encore fort aisément la loi qui 
règne dans les termes successif , et de quelle manière ils se déduisent tes uns 
des autres. £n effet, l'inspection de la formule ùdt voir que cette loi -consiste - 
à. faire varier a de b dans chaque partie j^u terme donné ; ensuite à Ëiire 
varier de plus a de ^ dans les parties où & a le plus haut exposant et n'est 
point affecté de d , c'est-à-dire dans les parties où se trouve b^i et enfin de 
&ire encore varier a de £'' dans la partie où b et V ont les plus hauts expo- 
sans , sans D ni d' , c'est-à-dire dans la partie où entre b^b^*. On prend chaque 
fois la dérivée divisée inverse correspondante. Dans ce cas « lorsoue a varie 
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176. Le coefficient du terme quelconque de la série affecté de x^^ peut 
se représenter par p"'.p'''« {fioi) ^ a ex ce étant indépendans lun de l'autre ; c'est ce 
dont il est facile de s'assurer en réfléchissant à ce qui a été dit au n.<^ iSa : il 
ne s'agit plus que de développer l'expression précédente ;; or , si on déyeloppe 
d'abord p'''.(^z«) par le théorème du n.^ 871 et qu'ensuite on affecte tout de 
p" , on aura 

Ç« p\(a«) = p-.fç'^Cûa)} = 

^ (^7p'^« H- p'.a.ç'«-'.» + ç'2.^.p'«-^« H- p'3.a. p'« - 3. a -I- etc.) 

A présent , tous les termes étant affectés de p"" , oh en développera chacun 
en particulier par rapport à p"' par le même théorème du n.^ 87, et l'on aura 

p'».p'«.(a«) = 
ap^.p''».» -4- D-^-p^'-^p'^a -4- p2.a.p«-^ç'".« -I- etc. -4- p*.a.p'*.« 
-4- I>'^.p«.p'«-^«4-D.D^a.p'»;'p'«-^«4-p2.D'.a.p«-^.p'«V« +etc. H-p«.D'.a.p'«-».« 
H-p'2.a.p«p'»:«»H-D.p'2.a.p"Vp'«-».«+p2.p^a,p*:ap'«-^«4-etc.H-p^^^ 

-f- etc -4- etc. 

-H p'"'.'*^-p"p'''-« •+■ ^^^- + Ç"?p'"?^P^-p'''-« + Ç*" ».p'«;*a.D.p'2.« ■+-p'".p'''?a.p'2^ 
-f-p'«-»^. p «.d'^ -+- etc. H- p"»-a.p'«-^a. p W.a + p"»-". p'«-'.a.D.D'.«-t- p^.p'»"» ad'.» 
-j.p'«.^z.p« «H-etc. H-p"-^p'".a.p2.« H- p*-»,p'«,a.D.«-4-p«.p'«.^.«. 

La loi est facile à saisir dans cette formule sous forme de rectangle : mais 
on peut enéore mettre la formule sous la forme rhomboïdale , en ordonnant 
par rapport aux dimensions des d et p' qui affectent a , ou de ceux qui affec* 
tent «• La voici sous une de ces dernières formes. 

177. Le coëfEcïent du terme quelconque affecté de oif'y dans la série résul- 
tant du développement du produit de deux polynômes doubles , indépendans 
Fun de l'autre , peut s'exprimer par cette formule : 

p«.p'«.(a«.) = 

a.ç-.p'*.ï» 4- !>'.«. p--p'«-'-« -Hp'^.«P*p'"-^« +p'3.û.p-.p'-5.« 

-+. D.ap"-».p'«.« H- D.D'.a.p«-«.p'«-«.« +D.p'^.a.p*-«.p'«-^.et 

4- p2.a. p"»-^ p'«. « +p2.D!^.p*-*.p'«-».« 



-H etc. 



p5.a.p«-.5.p'«.« 

etc. 



iS6 
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les accent *'. On regardera aussi comme indépendantes les quantités tfui 
portent un nombre digèrent des mêmes accent : 'mais on regardera comme 
dépendantes les unes des autres, les quantités t/ui portent un même nombre 
des mêmes acr^ns , ou celles qui sont sans accent. Quand on fait une déri- 
vation n' , laquelle ne s'opère que sur les seules quantités accentuées , on 
regardera eomme dépendantes les unes des autres les seules quantités à 
accens simples ' où le nombre des accens change avec la lettre, comme c, 
d* , e" , y"' , etc. ; les autres étant indépendantes. E/i/in quand on /ait une 
dérivation v' sur les seules quan'ités affectées d' accens *' avec virgule , on 
regardera ces quantités comme dépendantes les unes des autres. 
■ L'exemple suivant va éclaircir ce ^ue nous venons de dire^ 

i65. On demande, par exemple > le coefficient réduit de x^y^z* ^ repré- 
senté par p». ç'3. p''a. <pa. On forme d'abord le terme papapa<pa.î«A'«i''a, du- 
quel on déduit ensuite tous les autres par la régie , comme il suit : 

DÇ»pa<pa.{i(*'aai''c'' -+- aéVi''») -h c.A'»*''»} 

papaixpo. ^4'ac'" 

p»p»<pa. {6'a(aA''ii'' 4- c*»») h- %Vé aW 
DDp»<pfl.{A[*'(a6"</"'-+-acV)-4-c'9i''<J''. 
Dp»ixp«. {4 (6'a^'" -h aô'c'c'") -f- ci'V'J 



(ai'^i'-t-c'»)*''»} 






p»pa<ptf.i>(a*''«/"'' -+- c"'a) 
pa»»^ A? (^4''" -+- c" c'") 

p»D(pa. { 6'V" -h aft'c'iT" + 
i>p«^|*(9*V''' -H ac''ii"'' 
DDD<p.{i(ft'e^" 

pâD^.iac"'" 

p»<pa.{a6''/''' 
BDipa.!*/"'" 



aiiV") -H c'(9*''4'*' 
-h c"(aA''ii'' 

(ai'</'H-c'»)tf'"} 

ac"'<£''') -H c(ai''<i"'' 



î 



<i"c'")H-c(*'<i'''» 



ac''c^') H- d'a^V 
c''a)-4-<i"aA''c''+e' 



c"ç'")} 



'6"» J 



ac'V"' ^- ^d'^a^ -t- ai^'V 4- li"»»! 
c'c''" -t- «i'<i''",4* c"e''' 4- <^V" 4- «"c'"i 
c«"'"| 



i66. 



DBS BiaZVATZON-S. l37 

166. En suivant toujours la même voie que n.^ 161 , il ne sera pas difficile 
de trouver la formule générale en^ , i^ j V^ , V*^ , pour le coefficient du terme 
quelconque , affecté de x^'^z^u* , dans le développement d'une fonction quel- 
conque de polynôme quadruple , 



(P 



+ bx 


+ cx^ 


+ etc. 


+ y y 


+ da^ 


+ etc. 


+ V'z 


+ c"^» 


+ etc. 


+ *"'u 


+ c'xz 


+ etc. 




+ c> 


+ etc. 




+ c'"z» 


+ etc. 




+ c"*^xu 


+ etc. 




+ c^>w 


+ etc. 




+ e^'^zu 


+ etc. 




+ C**"!*^ 


+ etc. 
+ etc. 



coefficient qui est représenté par Texpression p". p'". p*'''. p**''. <pa. Nous ne 
nous y arrêterons pas, parce quau besoin le lecteur formera facilement 
cette formule , guidé uniquement par le fil de l'analogie ; et il en déduira 
la règle pour calculer le développement complet et réduit. 

167. Retournons à la formule du n.^ 161, et tirons-en la règle pour dé- 
duire par dérivation les uns des autres les coëfficiens des termes ' de la série 
affectés des mêmes puissances de ^ et de x et des puissances successives de x. 

Si dans la formule citée on £Eut successivement m = o , 1 , a , 3 , etc. , et que 
pour chacune de ces valeurs on fasse n = o , 1 , Q , 3 , etc. , et que pareillement 
pour chacune de ces valeurs de m et de n on £Eisse r = o , 1 , 2 1 3 , etc. ; 
quon ait soin de rejeter tous les termes où les indices et les eiposans 
deviennent négatifs, ainsi que ceux qui disparaissent d'eux-mêmes, parce 
qu'un de leurs &cteurs devient zéro ; on tirera de la formule générale toutes 
les formules particulières pour les coëfficiens des termes de la série du déve- 
loppement. On peut encore se servir pour former ces formules particulières 
des lois des n.^ 162 et i63. On aura, de l'une ou de l'autre manière, pour les 
coëfficiens de ^^z^ , xy^z^ , x^y^z^ , par exemple , ceux qui suivent : 

M m 



i38 

DD(pû.D'.(6'D''.i'') 

p2p2(p^. i'2i''2 
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Dç^^^q^M'^b'^^ 



DD^a. pa. d'. (A'd''. *'') 

DD(pa. D. ( ^p'3. d''.,^'') 

Dp3{pa. p2. d'. (*'*''2) 

p^D^pa. p2. {b^^i>'. *'') 
Dpa(p^^. D. (Ap'2. A''2) 

DPD(pa.D.(iD'.(i'D''.^'')) 
paD(pa.*2p'2.D^*'' 

plpa^pa. p2. (*'2^V2) 

p2p2(p/7.A2p'2.y'2 

np2p2(pa.D. {bV^b'^^) 
p2p2D(pa. 42i'2D ', i'' 

p2p2p2(p^. b^b^2i;h 



JXpa. D. p'^. d''. i'' I ay2;52 
DD(p^z.D.D^(6'D'^i'') 

DD(p^2.*p'2.D''.i'' 

+ Dp2(pa.o.D'.(6'6''2) 
+ D Dixpa. to'.(6'D''.i'') 

-j4 Dp»D(ptf .*ft'«D''.i'' 



i68. Ces termes snfBsent poiir faire connoitre la loi -de dérivation ; car on 
voit que pour déduire dW coefficient donné celui du terme de la sërie où a> 
est élevé à une puissance plus iiaute de l'unité, il faut i.^, prendre la dérivée 
divisée n de toutesrbs quantités polpiomiales de chaque partie de terme; 
2.^) que dans les parties de cliaque terme où ^ a le plus haut exposâîit (cet 
exposant peut même être aéro ) et n*est pas affecté de d , il faut de plus changer 
un ^^ en ^, et faire une dérivation divisée d' sur les ^ et ^*' seulement; 3.^, 
qu'il &ut encore , dans la partie de chaque terme où 3 et ^ ont les plus hauts 
exposans et ne sont pas affectés de d ou de d' , changer un h*' en ^ , et faire 
une dérivation divisée d'' sur les If' seulement ; 4*^ enfin , que dans le dernier 
terme du coefficient donné il faut fiûre encore une dérivation divisée sur (pa 
en Êdsant varier a de ^. 
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Lorsqu'on fait les dérivations p , les indices des d qui affectent <pa demeu^ 
rent les mêmes que dans le terme donné; maïs lorsqu'on change un ^ en ^ 
ou un ^*' en by ces indices changent aussi > de manière qu'ils soient toujours 
égaux aux exposans respectifs de ^ , £\ £''• 

169. De cette loi découle la règle suivant^ pour les développemens réduits 
des coëfEciens. 

R B G II E. 

Etant donné le développement réduit de ç*. p'*. p''''. <pa , coefficient db 
x^j^z' y pour en déduire le développernent réduit de Ç*"^'- p'*»p'''-(P^> coef- 
ficient de x^"^ ^y^^ 9 i»^ dans chaque partie de terme du coefficient donné 
faites une dérivation divisée d sur toutes les quantités polynonUales , accent 
tuées et non accentuées ; 2.® dans les parties de chaque terme du coefficient 
donné où b a le plus haut exposant et n'a pas subi de dérivation , diminuez ^ 
V exposant de V de V unité dans tous les produits qui contiennent V, en rejetant 
ceux où V neutre pas, multipliez par b , faites les changemens convenables 
sur les coèfficiens numériques ; et faites ensuite une dérivation divisée d' sur 
toutes les quantités accentuées i^^.^ dans la partie de chaque terme du coêf" 
ficient donné où b et V ont les plus htiuts exposans et n'ont pas subi de 
dérivation , diminuez encore de l'unité chaque exposant de V^ , en rejetant 
les produits où V^ neutre pas , multipliez par b, et faites une dérivation 
divisée d'' sur les seules quantités qui portent V accent *' ; 4-** enfin , dans le 
dernier terme du coefficient donné faites encore une dérivation divisée d 
en faisant ^varier a de b dans Ça. 

Quant aux indices des d devant (pa , observez ce qui a été dit n.^ 168; 
et quant aux quantités que dans les dérivations H faut considérer comme 
dépendantes ou indépendantes les unes des autres , observez ce qui a été 
prescrit dans la règle du /i.° 164." >, 

Au moyen de cette règle on pourra trouver tous les termes du développe- 
ment réduit de la fonction ; car on peut trouver par la règle du n.^ 142 
ou par celle du n.<> 148 tous les termes affectés des différentes puissances de 
y et . de z sans a; , et on en déduira ensuite par la règle actuelle tous ceux 
affectés en outre des puissances successives de x. 

170. On peut aussi déduire les coëfHciens les uns des autres en cherchant 
ceux des termes de la série où les exposans de y vont en augmentant , les 
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ezposans de â? et de js demeurant les mêmes ; ou bien en cherchant les coëf- 
ficiens des termes de la série où les exposans de z vont en augmentant y ceux 
de j? et de ^ demeurant les mêmes. Pour cela , au lieu de développer la formule 

P**p'"*p'''^*^^ » on développera celles-ci p'^p*- ç''^- <P^ > ou p*'^p".p'"^i qui ne 
différent de la première que par Tordre dans lequel se font les dérivations ; 
et l'on déduira de ces dëveloppemens en b^ V et V^ , les régies convenables. 

171. Si Ion compare la régie du n.^ 16g avec celle du n.^ 148, il sera 
facile de l'étendre au cas des fonctions d'un polynôme quadruple, n.® 166, 
pour déduire du développement réduit de p". p'*. p''^ p"". <pa celui . de 

P*"*" *• p'*' P*''* p"''* ^^ » ®^ l'analogie suffira pour l'étendre encore aux fonctions 
d'un polynôme quintuple , etc. 

(V.) 

1 72. La seconde méthode dont nous avons &it usage n«^ 1 5 1 et suiv. pour 
résoudre le problème proposé au n.<^ i3i sur les polynômes doubles , s'ap- 
plique naturellement au développement des fonctions des polynômes triples , 
au moyen de la considération suivante. 

Si l'on compare entre eux le polynôme double n.^ 1 3 1 et le polynôme triple 
m.^ 1 60 , et qu*on £Eisse pour un instant ;& = 1 et y =: 1 ^ le polynôme double 



«i^TCum. a-\-h -^C -\-d -+. 


* etc. 




4-^4-0' -+- ^' + 


etc. 




^ c" H- J" -+- 


• etc. 




H- à}» -\. 


- etc. 
etc. ; 




on voit que , pour en déduire le polynôme triple , il sufEt de 


changer 


* en * -4-^''z, 






# V demeurant invariable ; - 






c en c H- 6^z -}- c'"«a , 






c' en c' -+- c'''^, 






c" demeurant invariable ; 






dend^ a^z + ^'"za H- 


d^'"z5 , 




a en a + a'^z 4- J""^a , 






^" en d'' + ^""z , 






^'" demeurant invariable , 







(«) 



w 



et 
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et ainsi de suite par rapport k e, ^j é\ e'", e/^^ etc. ; où l'on observe, comme 
n.^ 160 , que le nombre total des accens, tant avant qu après la virgule, ne 
peut jamais surpasser le quantième de la lettre dans l'ordre alphabétique 
moins un. 

De là il s'ensuit que si on a le coefficient p"«p'**(p^ de x^*, tout développé 
et réduit , pour en déduire successivement les coëf&ciens suivans de ocF-^y^z , 
a:^^y^z^^ ccF-'^y^^ , etc. , il suffit de considérer dans le coëfl&cient donné chaque 
produit comme une origine particulière de dérivation ; de regarder les lettres 
h y Vy ^9^9 c", dj d\ J" , d^^\ e , ef etc. comme indépendantes les unes des 
autres , et chacune comme un premier terme de polynôme ; de substituer à la 
place de ces lettres leurs valeurs précédentes (^), et de développer les expres- 
sions résultant de ces substitutions suivant les puissances de z , par les régies 
du $• L^, article second, modifiées comme au n.® i56. Les coëfficiens de 
Zj z^^ z5, etc., qu'on trouvera ainsi, seront ceux de x^-^y^z^ af^-^y^z^^ 
a^ '^y»z^ ^ etc. respectivement , c'est - à - dire , les développemens réduits de 
ç* - ». ç'«. d''. ^a , ç'*-^.ç'*.p''^.(pû, ç*"'.p'vç''5.(pa, etc. 

173. Pour éclaircir ce procédé par un exemple , supposons qu'on veuille 
avoir les coëfficiens développés et réduits de x'^y^z^ xy^z^ , y'z\ On prendra 
dans la série du n.** 157 le coefficient de x^y'^ ; d'où Ton déduira successive- 
ment les coëfficiens demandés , ainsi qu'il suit : 

Le coefficient de x^y^z sera 

ixpa./"'' 

ça<pa. (2*c"'' + 9^''c"|+ a*'c^' I -4- ac^f"*' -t- ac"i"j+ac'<i"' -4- 9(/"<i'|-f-ac"<i'') 

^ ^ i 33ac"c" r+-3*''acc" | -h SAac'c''' -4- S^'V» \-^'iy (ace''' -t- ac''c')î 

ç4<pa.(ia^ai"c"|-i-ia*35'c"'-t-a4W*''c'|4- ia*^V'-h ia^»**[c) 
ç5<pa. 3o62i'2i''. 

Le coefficient de ay^z''^ , déduit du précédent , sera 

D<Ptf./"'" 

p»<pa.(9 fte'"" H-a 6''c"'' I -f- a *'e''" |-+.ac''<i'"4-ac'"</" |-+-9c'<i''"4-ac"'<i'''|-4- ac"rf '") 

3 ( 6iô''<f "'' + 36''a<i" I -H 6Ai'^''" -t- 66'4''<?''' | + 3i'*//'"|+ i 

^ ^* ( 3i2c''c"' H- 34'' ac'"c" | -f- 3*c'''a -H 36"9c'c''' |-t- 3é'(acV''-+- ac'"c')J 

p4(ptf. ( i9W''V'|4-94W'W'?rh i«*'^*'^c'|4- iaW'V''H-. ia*'2^V') 

■^ ç5<pa, 3oi6'36''3. N n 
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Le coefficient dey^z^^ déduit du précédent, sera 

Pui6q[ii'on sait calculer tous les coëfficiens des termes sans z par le procédé 
du n.^ i36, et que par le procédé actuel on peut en déduire tous les termes 
affectés des puissances successives de z ; il est clair qu en réunissant <:es 
procédés on peut développer entièrement une fonction de polynôme triple , 
ou pousser ce développement aussi loin qu'on voudra , s'il est de nature à 
ne pas se terminer. 

s- II. 

Des fonctions de deux ou de plusieurs polynômes doubles 

ou triples. 

1 74* Les problèmes dont nous allons nous occuper sont des plus compliqués , 
à cause de la multitude des quantités qu'ils entraînent ; leurs solutions ce- 
pendant deviennent très-feiciles par ce qui précède : eUes résultent naturel- 
lement de la combinaison des règles et des formules dé cet article et des 
articles précédens. Aussi me contenterai - je presque toujours dans ce para- 
graphe de présenter les formules générales, sans m'appesantir sur les règles 
de dérivation qui. en découlent , et qu'on en tirera sans peine en suivant 
toujours la même marche que dans le paragraphe précédent. 

(I.) 

PROBIiÈMB. 

i yS. Développer le produit de deux polynômes doubles , 



aH-ix4-ca;2 +i/a;5 +etc. 
-^by+c^xy-^dlx^y H- etc. 
4- c'y 2 ^ J^xy^ -h etc. 
c?"y5 -f-etc. 

rhetc. j V -H etc. 

en une série ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de x et de 
y , et calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres. 



«+CrH-yx» +Jx5 -4-etc. 
4-fiyH-y'xy+J'x^ +etc. 
X \ -4-y'y-+-<F'xy^+etc. 

SY +etc. 
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176. Le coefficient du terme quelconque de la série affecté de x^y^ peut 
se représenter par p"*.p'"- iflci) ^aetec étant indépendans l'un de l'autre ; c'est ce 
dont il est facile de s*assurer en réfléchissant à ce qui a été dit au n.^ i3(2 : il 
ne s'agit plus que de développer l'expression précédente ; or , si on développe 
d'abord p'".(û«) par le théorème du n.® 87, et qu'ensuite on affecte tout de 
p* , on aura 

^ (^ç'*.« H- ç'.a.p'»-».a + ç'2.a.ç'«-^a -h p'3.^ï.ç'»-3.^ ^ etc.) 
^ C 4-p'"-'^.p'5.« H- p'«-«:a.p^a + p'»-».û.D'.a + p'«.^ïXay 

Â présent , tous les termes étant affectés de p*" | oh en développera chacun 
en particulier par rapport à p"* par le même théorème du n.^ 87, et L'on aura 

p'».p'^(^a) = 
ap*.p'«.» -4- D.tf.p'»-'.p'«.« -h p2.£z.p««-a.p'».« ^- etc. -H p*.a.p'».« 
-H I>'^.p".p'«-^«-HD.D^a.p«Vp'«-^«-f-p2.D^a.p«-^.p'«Va + etc. ^-p".D^^^.p'«-^^ 
^-p'^.a.p^p'»:««4-D.p'2.^.p«:>p'«-a.a+p2.p'2.^ï.p««;3p'»-a.^H-etc.+ 
-i-etc -i-etc. 

-*- p'":''^-p'"p'^-« -*- e^<^- + P'"?p'"?^p^p'^-« + P*" * .p'"?a.i).p'^.« -f-p«.p'«?^.p'2.» 

-ï-n'*.a.p«.a-f-etc. ^-p"-^.p'^^.p2.« + p*->.p'».^.D.«-Hp'«.p'^ûf.a. 

La loi est facile à saisir dans cette formule sous forme de rectangle : mais 
on peut enéore mettre la formule sous la forme rhomhoïdale , en ordonnant 
pi^ rapport aux dimensions des d et p' qui affectent a , ou de ceux qui affec- 
tent €c* La voici sous une de ces dernières formes. 

TnicHÈME. 
1717. Le coefficient du terme quelconque affecté de x'y dans la série résul- 
tant du développement du produit de deux polynômes douhles , indépendans 
l'un de l'autre , peut s'exprimer par cette formule : 

p"«.p'».(aa.) = 
a.ç-.ç'^w -t- D^a.p-.p'«-^« H^ p'^.^.p«.p'-^.a +p'3.^.p- p'«-5.« 

-H D.«p"*-».p'".« H- D.D'.a.p*-».p'«-*.a +D.p'^.«.p*"».p'*-*.a 

-H p2.a. p*-^ p'*. ec + p^.DÎ^ï. p*- ^. p'« - ». « 



4- etc. 



p3.a.p«-5.p'«.« 

etc. 
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"^P*"''*?'*"'*^'^?'^** -f-Ç"-'.p'»-».a.D.D'.« +g*-'.p'*.a.D.« 



«p^p'^.«4-D.iï.D.p'a.flf-f.p2.a.p'2.^ 

I>'«^-P^-D'^-l-D.D'.^.D.D'.a+p2.D'^.D.a 



La loi qu'il faut suivre pour déduire les termes de cette formule les uns des 
autres , soit qu'on lise la formule telle qu'elle se trouve ici , soit qu'on la lise à 
rebours , se présente d'elle-même , .et il est inutile de renoncer. 

178. Si dans la formule précédente , sous forme de rectangle (n.^ ^76), on 
&it m = o, 1,2,3,4, etc. successivement , et pour chacune de ces valeurs 
n=o,i,2,3,4, etc. , et qu'on ait soin de rejeter les termes où les indices 
de D ou de d' seroient négatife^ on aura les coë£Giciens des termes successifs 
du développement du produit proposé. La formule donne de cette manière 
pour les coëfficiens de x^^ , ac^^ , x^y^ , 

P'-P'"- i^cc) = ç3. ç'2. (^au) = 

ap5.p'2.^-l-p,a.p2.ç'2.a{+p2.a.D.ç'2.^^.ç3^^p/a 

-f-D'.a.p3.D'.«+-D.D'.a.p2.D'.af-hp^.D'.^Ï.D.D'.«-hp^-D'.a.l 

+ Ç'^^.p'.«-Hi>.p'^.«.p^-« + p2.p'^a.D4» +ç5.Ç'2.a. a 

P • P • l ; Si Ton examine de quelle manière les 

«P'-p'^-«4-D.a.D.p'3.«+p2.^ç'3.« ^çj^^3 j^ p5.p'^.(^a), et enaaite ceux de 

!>'« P^.p'^a -f-D.D'.a.D.p'2.flg+ p2.D'.a.p'2^ P^-p'^-(««) > se forment d'après les termes de 

'+-p'^.^.p^.D'.a-l-D.p'2.a.D.D'.a+pa.p'»./w>'.« ^^.^'^.(acc) ^ on en conclura Êicilement la 

4-ç'3.a.p2.^+D.p'3.^.D.^ + Ç2.ç/3.a.«. règle suivante. 

R è O li E. 

Le développement de pw.p'*.(û«) étant donné, pour en déduire celui de 
P"*"*"''P'*"(^^)> prenez dans chaque terme la dérivée divisée suivante d de 
et seul et de ses dérivées , et dans les termes seuls où se trouvent les plus 
hautes dérivées D de a^ savoir celles de l'ordre m , prenez encore la dérivée 
divisée suivante D de a, et cela dans chacun de ces termes. 

Le développement de p*.p'«.(a«) étant donné, pour en déduire celui de 
p'".p'''"*"^(^«), prenez dans chaque terme la dérivée divisée suivante d' de ce 
seul et de ses dérivées , et dans les seuls termes où se trouvent les dérivées 
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« 

d' de a de V ordre n , prenez encore la dérivée divisée suivante tl de a ^ eu 
cela dans chacun de ces termes. 

On formera facilement la règle lorsque les formules sont écrites ^ous la 
forme rhomboïdale comme au n.^ précédent 

179. Si l'on a le produit plus simple 

( tf + ^x 4- cx^ H- dx^ + etc. ) X (« •+- Cy + yy^ + iy^ -f- etc. ) 
à développer; on voit que dans ce cas p'^« = ç^« sans accent,, puisque 
les coëfEdens de y n'en portent pas , et que toutes les dérivées d' de a , aussi 
bien que toutes les dérivées d de « , sont zéro : ainsi le coefficient de af^y^ 
se réduit dans ce cas au seul monôme ^^•a. ^^•et. 

180. Si l'on avoit à développer le produit de trois polynômes doubles , 
indépendans , 

a-4-bx-+-ca52 -Hetc.') (a^-hx-^cx^ -Hetc.'\ ra-t-ftc+yx^ 4-etc. 



H-by-Hc'ay-+-etc.f 1 4- ^^ -4- c'a:^ -h etc. f 1 4-^^+7'::^ H- etc. 
-Hc'y» ^ etc. ( ) * -H c"/* + etc. l j 4- 7/^^ -f-etc. l * 



etcj V +etc.j \ -Hetc. 

on suivroit la même voie que n.^ 176 , et Ton auroit pour le coëfEcient du 
terme affecté de x^y^ dans le développement | 

ç-.ç\(aa«)î= 

■ 

ç« {iu». ç'«.« + d'. {aa). ç'«- K» + ç'». {fia). ç'»-^.^ 4- etc. + ç'«. (oa) x »} , 
formule qu'il est Ëicile de développer ultérieurement. 

i8i. Enfin, la seconde méthode dont nous avons fait usage n.^ i3i et suiv. 
donne encore fieicilement la solution du problème dun.^ 173. En effet, si l'on 
veut avoir le coefficient du terme affecté de x^y^ , on calculera le coefficient 
n«H-«. {aei) de o^"*"", comme si les polynômes proposés ne renfermoient point 
de y ; puis on en déduira le coefficient de x^y^ , qui est indiqué ici par 

Veut-on, par exemple, le coefficient de x^y^l on développera p^(a«); 

ce qui donne 

a^ 4- hg 4- ci 4- dy 4- eC '^ fot* 

O o 
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A présent on a£fecte chaque terme de '^po, et, en déreloppant de noureau, 
on trouve pour le coefficient de a^y'^ , 

Cette méthode s'applique aussi au cas du n.^ précédent , etc. 

Probi^èmb. 

182. £tant proposé le produit de deux fonctions quelconques de polynôme 
double I 

a-\-hx^cx'^ +etc. "] { «H-C» -f-ya?» +etc. 

-+-^y+c'^H-etc. f j +ffy + y^-|-etc. 

+c'(y2 +etc. ( j +7'y24-etc. 

etc. 1 f -+-etc. 



le développer en une série double , et calculer un terme quelconque de cette 
série indépendamment des autres. k 



i83. Gomme ce problème est important par les conséquences qu'on en 
peut tirer , nous allons en présenter différentes solutions. 

Première solution. Il suffit de mettre , dans la solution du problème pré- 
cédent , <pa au lieu de a , et \)/« au lieu de eù\ on aura ainsi y pour le coefficient 
de cc^y^ dans la série , 

Am^n = Ç«. Ç^ i<pa. ^oc ) — 

^.p".ç'«.\p« -4-D.(pa.p*-».ç'«.\|/« + p2.<p«.p"^^.p'*.\J/« -+-p^^i.p«-'.p'«.'v|/« 

D'.(pa.p« p'«-ï.\|/« H- d.d'.^P»:»p'»->.\(;« -H p^.D'.^p«-a.pf«-i^^ 

p'2.(p^.p«i.p'«-a.^^ 4- D.p'2.(pû.p««-i .p'«-2 .^^ 

p'3.(p^.pmpU-3.^^ 

etc. 



etc 

-f- p'«-3.p'«.(pa.p3.x|;a 

^Çi».a.çU-i.(p^.Ç3.l>'.^ +" Ç"^^- P'*« <P^« Ç^- ^^« 
H-p'^^p'«-2.(paj).p'a.\paf + p"^^p'»-^(pa.D.D^\|/«-H p■"^p'^(p«.D.^ 
4-p««.p'i»-3.(P^p'5.^^ 4-p«.p«-2.(pa.p'3.'vI^ 4-p"*.p'«-^(pa.D'.\(;«-Hp«.p'«(pa.\|/^ 

On développera chaque partie de terme en particulier suivant les règles du 
paragraphe précédent. La loi suivant laquelle les termes de cette formule déri- 
vent les un3 des autres est £Eicile à saiisîr ( ainsi il est inutile de nous y arrêter. 
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184* Seconde solution. Si Ton développe p^^ ((po. >);«;) au moyen de la 
formule générale du n.^ loo, on aura 

C (ptf-p\\|^. -f- iXpa. ç'«- 1. (^.xP«) -f- ç^(pa.ç'« -«. {b\ ^) -f- etc. ï ^ 
^* ^ -f- p«- « (pa. p'a. ( ^'« - «. \p«) -H Ç« - » (p<». d'. (A'« • ». \|;«) -f- Ç*(p«. ^*.\|/«. ) ' 

et si à présent on développe de la même manière chacun de ces termes affectés 

de p* , on trouve 

p-.p'-.((P^.-v|/«) = 

<P€^p*.p'«.\|/«-f-D(pa.p'«-ï.(ip'».\|/a) -t-p2(p<ï.p«-«.(i2p'«.\(;«) H- etc. -4-p*(ptf.^p'«.>(/^ 
4-D(pa.p"»^'«-».(*'.\|/e») -HDD(pa.p*-i.{^p'«-i.(A'4/«)} -♦- etc. -H p"D(pa.^p'«-î.(y.«v(/«) 
4-p2(pâ^p« p'«-«.(*'2.^«) +Dp2(pû.p*-^ { ^p'*-^.(y2.^«) }-+- 
-H etc -H etc. 



H-p«-«(pa.p« p'a.(4'«-t^^)+ etc. -Hp***P*-*(p«.D. { ^-ïp'3.(^'«-J>P^ 

+p«-«^a.p« D'.(i'*V\I/a) -Hetc. •+- p«-»p«->(p^ï.D.{6«;'D'.(6'«->\|/«)| + p'"p«-'(pa.i"*D'.(i«V\);«) 
+p«^A p". (i'". \|/«) -H etc. + p"' * p*(pa.D. (6'"- >. 6'». \|/«) 4- p^p"^- **■• y*- \|/^ 9 

formule sous la forme rectangulaire , à laquelle on peut donner la forme 
rhomboïdale suivante ^ en ordonnant par rapport au nombre des indices des 
D qui affectent <pa : 

^p**.p\\|/cv -HD(pa.p*.p'«-».(i'.\(;«) -f-p2(pa.p«.p'«-«.(i'a.\(;ee) 

D^.p«* ». (6p'«.\|/a) H- DD^.p«-*. (6p'«^ ^ (*'.\I;«)) 4- etc. 

p2(pa. p"-*. (62p'*.\p«) 

etc* 



4.p«-^p«(pa. p2.(é*-«.6'«.\pa) 

H-p«-»p«-»(pa.D. { 6«-»D'.(6'«-».%I/a)} -f- p«-»p«<pa.D. {b^\b\^eii 

La loi suivant laquelle les termes se forment les uns des autres est facile è 
saisir | et les développemens ultérieurs n'offrent pas dç diffîcultét 
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j85. Troisième solution. Si dans les polynômes proposés n.^ 17$ on fait 

a •+- i^ + cx^ H- etc. = p j ^' -+- c';r -4- d^x^ 4- etc. = ç 

c" •+- d"x -H e"a;a + etc. = r , d"' -+- 6"'^; + etc. = s , etc. ; 

a + ff J5 -H 7J5« -4- etc. = ;r , Ç' -f- V^ H- J'^* -+- etc. = zir , 

y + ^'j5 + «"05^ + etc. = f , ^"' 4- «"'oî -H etc. = .^ , etc. j 

le produit des fonctions proposées prendra cette forme , 

<p{p -^ 9^+ ry"" -+- ^^^') ^ %K^-+-'Bir-+-?r'"4-etc.), 

ce qui ramène le cas actuel à celui du n.^ 97, et Ion a., par la formule III 
du n.® 102 , pour le coefficient du terme affecté de ^" , 

nÇip. \|/;r. p'*-^.y +ï^/^'H^p'**M7^) +!><?/'• p^^^?r•p'•-^.(f«^^) 

p^(p/>. \|/;r.p'«-*. y^ + ^^(pp^ i»|/3r. p''^.-(7^»') 

+p'^/^-'^^-p'"''-y^ 

etc. +etc. 4-p2(p^.p«-^\J/;r.9^*«r*-* 

4-etc 

Maintenant , pour avoir le coëfEcient de o^* , il suffit de mettre dans cette 
formule , au lieu àep^if^yret'ar leurs valeurs précédentes en x , et de 
calculer pour chaque partie de la formule le coefficient de af^ , par le pro- 
cédé du n.^ 100 ; puis d'ordonner par rapport aux sommes des indices des d 
sans point qui affectent <pa et \|/c^ , en regardant comme premier terme la 
réunion des parties où les indices de d sont = 1 1 comme second terme , la 
réunion des parties où les indices sont = a ou forment une somme égale 
à 2 , et ainsi de suite. 

186. Avec un peu d*attention, on pourra écrire sur-le-champ la formule 
qu'on cherche , en partant de la formule précédente ; car on verra que chaque 
partie de terme de cette dernière donnera des parties pour chaque terme 
successivement dans la formule demandée , et Ton aura ainsi : 



►». 
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149 






etc. 



D(pa. D\[/«. p".p'»-*.(^0 + D(pa. p^I/«. p*. p'«-'. (A'ff'a) 
p^. 4/«. p«. p'» - *. y a -H p^^. !>%(/«. p". p''*"'. (^'^ff ') 

D<pa.iH|/«.p"^>. (^p'«*.e') H-ipa-op^pa. p*-*. (ffp'^-^ff'a) 

Dp2<pa. xi/«. p« - ». (*p'« - ^i y a) 



D(pa. p^'^p^xj;». bC^'^G*^ 
p2(p^ï. p""*p*>|/«. b^C'^^C^* 

etc 

p'^cpa. p"\p«« ^ff'» 

D(pa. p^'p"-* \I/«. e*A'ff'«-i 
DD(pa. p"»-»p«-"\I/«.^ff*"'^C*"* 
p2D(pa.p»-*p«-»\);«.A3ff»-ayf'«-» 

etc 

p^pcp^. p»->\|/«t A*A'ff'«-" 



(pa. p2i>\J/«. p* - ^ (ff ap'i» - 1.0 

D(p^ï. DDxP«. p«-a. (*C1p'« -'.?') 

rxpa. psj/i». p'-^.Cff'p'»- ". *') 

DD^O. D\p«. p* - \ (*ff p'* " '. ^') 

p ^D(pa. xP«. p«- a. (*aç'« - 1. y ) 



etc. 



etc. 



îT 
fc 



p«(pa, p*\J;«. ff«^'» 
Dp»(pa. p* - > \);«. ^« - » ^* 
p2p»(pa. p«- « xPe». b^S^' « *'• 
etc 

La loi qui règne dans cette formule s apperçoit sans beaucoup de peine , et 
1*0x1 peut en déduire une règle pour former le développement réduit. Cepen- 
dant , pour mieux saisir cette loi , on peut prendre pour m et n différentes 
petites valeurs , comme 9 et et 9 2 et 3 , afin d'avoir facilement tous les termes 
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du coefficient entier : ce moyen seryiroit encore à vérifier la formule, si 
cela étoît nécessaire , en comparant ces résultats particuliers avec ceux que 
donneroient les deux solutions précédentes. 

1 87. Ajoutons ici un seul exemple , leqisd^ quoiqu'il n'offre qu'un des cas 
des "pèus «impies du problème précédent , conduit cependant à la solution 
générale de la question suivante : Étant donnée la fraction génératrice d'une 
série récurrente douUe , d'un ordre quelconque , trouver un terme quelconque 
de cette série indépendamment des autras 4 jnatiôre qui est de la plus grande 
impoitattoe dans Sa tliéorie des jprobabilités* 

£ X B M P li B. 

.\^^ Étwt donnée la fraction suivante , où le num^ateur et le .dénominateur 
^sont des polynômes doubles quelconques, 

a + bx ^ cx^ -t- da? -H etc. 
Vy H- da^ -f- àfx^ -H etc. 
c/ya -f- d^^xy^ •+- etc. 
d^fiyl + etc. 
etCr. 



• 


« -h ffr - 


\- yx^ -H J!»5 ^_ cic. 




-+-e>H 


h '/xy -4- ix*y -f- «te. 


t 


^" 


1- TÎy» -*- i"i^^ -4- «te. 
.+ S"y^ -t- etc. 



etc. 

la développer en une série double , et calculer un terme quelconque de cette 
série indépendamment des autres. 



►— 1 



Il sufl&ra de faire dans les solutions précédentes <pa ss=: a , et '^u = ec' 
Ainsi la première solution, n.^' i83 ^ donnera pour le tenae général affecté 
de x^y^ , en écrivant la foimulé à rebours , ce qui est plus avantageux , 

+ ûm^ii.i.D'.«-» + ^m-l,».!* D.D^«- > 4- OtC. .... 

+ c.p'»-».^'».»-» 
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i88. Si Ton veut ordonner le développement par rapport aux pêtissanûes 
aégativos de â?, la seconde solution , n.^ 184, donnera, ien fittsMit (pa^snitt-^^ 

et yl/ac == €lj 

f — -7 ^ — a^».i>.(g^».?'«.û) 

i— — ^ a-»-». ff*D\ (C^-^^) rp ^ — Z — L «-«-«-1. e^gftia. 

i.Q.../»Xi.2.. C^i) ^ ^^ i.2...7»Xi.a^/i 

Le développement ultérieur n'a plus de difficulté. 

On peut aussi faire (pa = a^ %[/« = «-« , dans la formule du n.® 186 , et 
1*0x1 aura ainsi trois formules ponr l'expression du coefficient d'un terme quel- 
conque de la série cherchée. 

189. Enfin , la seconde méthode des n.^.i3i et suivans donne facilement le 
développement réduit de la série qu'on demande dans le problème précédent. 
En effet on n'a qu'à calculer le coefficient réduit de x^ par une des formules 
du n.^ 102 : puis , en y appliquant la méthode , on en déduira très-facilement les 
coëfficiens de x^-^y^ a^-^y^ , a:" -5^3^ etc. Mous nous oontenterons de donner 
par ce moyen le développement réduit des premiers termes de la série de 
l'exemple précédent. Le voici : 
^•\.a •+- («-'.*— a" «.ffa) a? + {«-».c — a-^(?*+y^) +«"^-?^^ }^^ 



-it-4.3gr'»ar-y 

et ainsi de suite. 

Les termes affectés de a;, ôc^^ jj3^ etc. se déduisent d'abord les uns des autres 
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et forment les termes supérieurs des colonnes; ensuite ^ dans chaque>colonne, 
on tire du terme supérieur tous les. autres termes de la colonne en descendant, 
par exemple du terme affecté de x^^ ceux affectés de x^j xy^^yh 

(II.) 

igo. Dans les formules précédentes les polynômes différens entrent chacun 
sous une fonction particulière , et les a et « dans les développemens en ^ , ^ 
demeurei^t séparés Tun de l'autre , chacun sous son signe de fonction , ce qui 
est cause qu'on peut varier les solutions et présenter les formules générales 
sous différentes formes : passons à présent à des cas plus étendus , 0(1 les poly* 
nomes entrent d une manière quelconque dans la même fonction et où la 
séparation des a et des » n a plus lieu généralement. 

Probi«âmb. 

Développer la fonction de deux polynômes simples , Tun ordonné par rapport 
à X , l'autre par rapport à ^ , 

(p (a "h bx -+- cx^ -h dx^ "h etc. j a + ffj^-f-7^* H- Jfy' + etc.), •••(0 
en une série double, et trouver le terme général de cette série. 



igir La considération suivante, qui sert dans plusieurs cas analogues, 
donne sur-le-champ la solution de la question. 

Supposons d'abord qu^au lieu de la fonction proposée on ait seulement 
à développer , suivant les puissances de ^ , la fonction 

Ç(a, ce -i- €y -h yy^ -h iy^ -^ etc.) , (q) 

a étant constant; je la développe par la formule du n.^ ai , et je trouve, 
pour la série ordonnée suivant y , 



-h^*^(p(a^ec).C^ 



P''<P(^,«)-P"-ff J^' 



etc., •• • (3) 



OÙ les virgules qui affectent les d sans point , placés avant les (p, ont la 
signification que nous leur avons donnée au n.^ 111. 

A présent on n'a qu'à remettre a -^ bx ^ cx^ -4- dx^ -f- etc. à la place de 
a dans la série ( 3 ) , et , en faisant varier a , développer chaque terme de 
cette série suivant les puissances de x , par le même n.^' a 1 , et Ton aura , 
en écrivant j4 au lieu de (f> ifl^cc) , 
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(p{a -h bx-h cx^ -+- dx^ + etc. , « -4- ffy + yy^ -H JjK^ -4- etc.) = • • • . (4) 

-/^-+- D»»^. b.x^ (d^'-^.d.^-H p«»-^.^2) J52 _^ (Di'-^.p2.^+ ^^A.jy.b^ -f- p3,^.^jj3 .4-etc. 

-h i>»'-^. Ç.y -4- pï'ï-^.ff^. xy H-(p*'*-^.ffD.A-4-p2'^^.€*^)a5^ + etc. 

-+- (D''^.D.ff-+-p»«^.C^)j^2 ^ (pi'i^.^D.5'+pi»a^.ff2^)^2 -f-etc. 

-f-(D'ï^.p2.ff+p'2^.D.C^ + p»3^.ff3)j3 + etc. 

H- etc. 

192. Quant à Texpression du terme général affecté de af^y^ , on y parvient 
de la même manière. : en e£fet on a, pour le coefficient àey'^ dans la série (3), 

D.iu^.p»-».ff-f- p^^^.p^-a.ffa -f. p,3Xp«-3.e3 ^ etc. + p»»-^.?» (5 ) 

' A présent on fera varier a seul dans A\ et , en prenant la dérivée divisée p*" de 
chaque terme , on aura , pour le coefficient de x^y'^ , 

(p»»»^.p»»-».i -4-pa.«^.p»-«.^2 ^ p3,i^.p«-3.^3 -4. etc. -f- p^'i^.A^^p"-».? 

(p>»«>^.p*».^ H- pa»«-^.p»-«.A2 -h p3,«^.pw 3.^3 4_ etc. + p"»«^.ZH").p«-«.e2 
(p»»3^.p«-».^ + p2,3^.pi».t.^2 ^ p3,3^.p»i-3.i3 _|- etc. -h p«»5^.^).p«-3ff3 ... (6) 

etc !.. + etc. 

(p»»»^.p««-ï.è + p«»«.-^.p»-«.A2 ^ p3,»^.pw-3.^3 ^^ etc. + p«»«-/î/.A«).ff'». 

U £st inutile de remarquer que dans cette expression p^*^, par exemple, 
est' la même chose que p^'P*^ , conformément à ce qui a été dit au n.^ m. 
On peut mettre cette expression sous la forme suivante , si on le juge à propos , 
p^^^.p-^i.^.p'-i.e +p8.i^. p«-a.Kp»i.ff +p3»>^.p«-3.^3.pii-i,g» 

-hp^a-^.p«-«.^.p'»-a.ff^ -f-p«'«-^.p*-^^3.p«-2,gÏ2 

-4- P*'^-^' p""'*^- p''^-ff^ 
-H etc -H etc. • • • (7) 

H-pw-a,i^.p2.i»a-a,fi» +p'»-M^.D.Z^«-'.ff« -4- p»'»^. ^«ff ». 

Si on avoit à trouver le coefficient du terme général affecté de x^y^z^ dans 
la série triple qui résulte du développement d'une fonction quelconque de 
trois séries simples ordonnées, Tune suivant a;, l'autre suivant^, et la troisième 
suivant z ; alors on auroit ^ = ^(a, a^ cù) : mettant cette valeur dans la formule 
(^), et raisonnant ensuite et opérant sur cette formule comme nous lavons 
fait sur la formule ( 3 ) , en faisant ici varier a ^ on obtiendroit l'expression 
du coefficient cherché. p. 
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PrOBIiÈMB. 

iqS. On propose de développer en une série^ double une fonction quel- 
conque de deux polynômes doubles indépendans , savoir : 

a + bx + cx^ + etc. ^ (e6 + €x+ yx^ + etc. 
+ by + c'xy + etc. f I + ff[f + y^xy + etc. 
+ c'(y2 + etc. (f + yy* + etc. 

+ etc. 3 V. + etc. 

et de calculer un terme quelconque de cette série indépendamment des autres. 



<P 



Ce problème est d'une très-grande étendue ; nous suivrons pour le résoudre 
une analyse pareille à celle de la troisième solution des n.^ i83 et i86. 

194. Donnons à /?, éf^ etc. vr^ «zs*, etc. les mêmes valeurs en x que n.® i85; 
la fonction proposée prendra cette forme , 

<PiP + ^^ + '>''+ etc. , jr + wy + jiy» + etc.)» 

et la fonnule du n.° 1 1 5 donnera pour le coefficient du terme quelconque 
affecté de y* l'expression suivante , dans laquelle les virgules qui affectent 
D ont la signification que nous leur avons assignée au n.** 1 1 1 ^ 

D'*^ iPtJr)' ç'" •••»• + Ç'«<P (PtTr)' p'» - «.ara + Ç''^(;',3r). ç'* • '. w* 

+ etc + etc. + ç«»*-«(p(;c>,;r).y^«*** 

+ etc. 

Maintenant, pour avoir le coefficient de o^y^f H suffit, comme n.^^ i85 
et 186 I de mettre dans la formule précédente , au lieu de ^ , ç\ yf^ «zri leurs 
valeurs en a?, n.® i83 , et de calculer pour chaque partie de la formule ci- 
dessus le coefficient de x^, par le procédé du n.^ loo; puis, d'ordonner par 
rapport aux sommes des indices des d sans points qui aflecteront <p{a;u)* 
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tgS. On Toît, comme n.^ 186) qu'en calculant ainsi le coefficient de x^^ 
cliaque partie de terme de la formule précédente donnera non-seulement 
une partie dans le terme correspondant de la formule qu'on cherche , mais 
encore des parties dans les termes suiyans. D'après cela , on pourra écrire sur- 
le-champ , et sans peine , les termes Ae la formule suirante où nous mettrons 
A au lieu de (p (a, ei) , pour simplifier : 






etc. 



pi.M.p«p'«.^(^ff') 

pM.p*p'«-^i^a 
D'>D'ïil.p»-».(C]p'«->. O 

P^M.p«-«.(^p'«-».e') 
p»'»i4.p»-«.(rp'«-«.*0 



pi.-i-ip.M.^ff»-»^» 
p2.«-ap,M.*2ç«i-«ff'« 
etc 

pi,«ip.«-M.f«^'g»'ii.i 

etc 

4- p«'pi»«-»-<4. b^Vff^'^ 



+ etc, 



etc 



p.3^.p-.p'-5.ff'5 
pLM.p«».p'«-5.(^'ff'2) 
p*'"i4.p».p'«-5.(y3f') 
p5*i4.p«.p'«-5.^'5 

i>'P'M-p«-».(ep'«-«.e'2) 
p'.M.p-i.(Ap'«-^ff'2) 

D»» p«.M. p«^«. (ffp'«-*. (^ ff')) 
D«» p»»M. p«-«. (i p'«-a. (^ ff')) 

P^M.P-I.(ep'«-^*'^) 

p.3i>ii4.p— ^Cff^p'-'^O 

D.'p>'»-^.p«-^(*ffp'-t.ff') 

+ p2,M.p»-a.(i2ç/ii-i,f/) 

etc. 



•• 
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. Nous aurions présenté un plus grand nombre de termes de cette formule , 
si l'espace layoît permis; mais ceux que nous donnons paroissent suf&sans 
pour en faire saisir la loi , laquelle , au reste , est analogue à celle de la formule 
du n.** 186. 

Remarquons seulement , à Tégard des virgules qui se trouvent parmi les 
indices des d sans point qui affectent ^^ ou(p(^z,ee), que ces virgules ont encore 
ici la même signification que n.® 1 1 1 , et que ^'^>*(p(a^oc) est la même chose que 
çw»p.'»^(^ï, a). U ne faut pas confondre ces virgules avec celles placées entre les 
accens ; nous avons distingué ces dernières des autres en les plaçant plus haut. 

196. Pour faire voir la manière de se servir de la formule précédente 
dans des cas particuliers, nous allons l'appliquer à un exemple facile à vérifier. 

Exemple. 

On demande le résultat que l'on doit obtenir en substituant dans l'équation 
générale du second degré , 

ax2 H- bxy -+- cy^ + bx -h ty -h i =. o , 
au lieu de X et de ^ , les quantités 

a? = a + ^^+c^, y z=: u "h €^ -+• yt^ 

Vv -h étv + eV -h yhv (1) 



Il est évident que l'équation résultante sera de la forme 

^ Bt ^ Ci^ H- Dfi + Et^ 
BW H- Cùv -h D^t^v H- Et^v 

OW^ -H D^Ui^^ -h E^i^v^ ( Q } 



et qu'on aura 

A = (p{a^ Où) = ««^ •+- b^« + c«2 -4, b^ + e^ 4- ^^ 

où les lettres allemandes a , 6 , c , b , e ^ f indiquent des quantités constantes ; 
la formule précédente du n.® ig5 donne tous les coëfifîciens de (q), si l'on met 
successivement pour m et /^ les nombres convenables. Veut-on , par exemple , 

le 
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le .coefficient Z)" de tç^ ? on fera m = i , n = q , et la formule donnera , en 
rejetant les termes où les indices de d deviennent négatife , 

Or| dans notre cas particulier, les polynômes doubles (i) ne sont que des 
trinômes doubles, ce qui fait que D•D^C'^o, D.D^&' = o; ensuite on a 

D'M = ba + 2Câ$ H- e , D«»i4 = Qoa + b« H- b ; partant 

Ç»a^ = e, p»»M = b, pM = a, D.»D»M =: ac, D»»D»»il = aa; 

les autres quantités i>ip>3^ , P^'^^ » ^^c* devenant toutes = o : ainsi des trois 

colonnes de la formule (3) il ne reste dans notre cas que la seconde ; et , en 

développant les quantités polynomiales , on trouve pour le coefficient de ùç^ , 

D'^ = CQ? V -h b (*V + c'g' ) -h a.Q^'c' 4- QC.ff/ -+- b-V' +• "b.Cd' H- 7a.bd\ 
Ces sortes d'applications sont utiles dans la permutation des coordonnées, 
et par conséquent dans la recherche des propriétés des lignes et des sur&ces 
courbes , car on sait que les équations transformées par la permutation des 
coordonnées présentent comme des tableaux sur lesquels on peut lire les 
aiFections des lignes et des sur&ces. Il suffît d'indiquer cet usage. 

197. La seconde méthode du n.^ i5i et suivans s'applique aussi au problème 
précédent : elle donne avec Êicilité les coëfficiens réduits des di£Férens termes 
du développement , en descendant par colonnes. 

198. Quant aux fonctions de trois polynômes doubles indépendans , le 
coefficient du terme général de leur développement est représenté par 
p".p'«.^(a,^ï,a). Pour en avoir le développement en b , b', i, ^, Cj f, on formera 
d'abord celui de p'''. (a , a^ ce) par ce qui a été dit au n.^ 11g: puis on déduira 
de ce dernier le développement de l'expression précédente par un procédé 
analogue à celui dont nous nous sommes servis pour déduire le développe* 

ment de p*"- p''*- <P(^)«) de celui de p'*-<p(^>«). 

R r 
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On peut suivre la même marche pour les fonctiog^ de quatre polynômes 
doubles , et ainsi de suite. 

Dun autre c6té9 si Ton a une fonction quelconque de deux polynômes 
tripler j le coefficient du terme général affecté de x^^z" s'exprime par 
ç*.p'*. p''^ <p(«>«) 2 pour avoir le développement en ^, b\ V\ ff, Cj ff'' de cette 
expression, on remarquera que la formule du n.*' 1 95 donne celui de p"'.p''''.(p(a,(v)| 
et de là on déduira ensuite celui de p"". p'*. p'^. (p {^^») d une manière semblable 
à celle dont on a déduit p*. p'«. ^ (a,«) de p'*.(p(a,a) aux n.^ "194 et igS, On 
voit ce qu'il y auroit à fiiire pour les fonctions de polynômes quadruples , etc. 

igg. Ce seroit ici le lieu où il conviendroit d'étendre nos méthodes rela- 
tives aux polynômes doubles et triples à des cas analogues à quelques-uns de 
ceux concernant les polynômes simples que nous avons traités dans le §• lY 
de l'article premier ; mais la nécessité de ne pas passer les bornes convena- 
bles nous interdit ces détails. 

Pour ne citer qu'un seul exemple , nous ferons remarquer la question 
suivante , qui est à l'égard des polynômes doubles ce que l'exemple du n.^ 62 
est pour les polynômes simples ; savoir : Étant donnée une fonction quelcon- 
que de polynôme double , ou ime série double quelconque en x eiy , trouver 
le développement y ordonné suivant les puissances et les produits de ^ et ç^ , 
qui résulte de la substitution à la place de x et de^ des valeurs suivantes 
C ^ yt -^ it^ -4- etc» y f b -H c^ -H b^ -h etc. 



. Vi' -H è^^9 -t- etc. f 1 + c'9 H- \ft9 + etc. 

4- <J'V» H- etc. l "^ 1 -f- bV -+- etc. 



etc. j 1 -4- etc. 

Observons qu'en généralisant la remarque du n.^ 63 , on en tirera un moyen 
qui peut aider à simplifier la solution de ce problème. 

200. Nous terminons ici les trois premiers articles , qu'on peut regarder 
comme la première partie de cet écrit. L objet principal que nous avons eu 
en vue se réduit à ce problème général : 

ce Une fonction quelconque d'un ou de plusieurs polynômes simples, dou* 
» bleS| triples, etc. étant donnée, écrire sur-le-champ la série du dévelop- 
» pement de cette fonction , et même écrire sur-le-champ le développement 
» d'un terme quelconque de cette série indépendamment des autres termes. » 
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Quand nous disons écrire sur-le-champ, nous sous - entendons que Ton 
connoisse d'avance les denrées successives. D(p a ,- P^9^) P^^^i ^^c* ^^ ^ 
Tarie de i : autrement il Ëiudroit commencer par les calculer. 

Nous osons croire que les Géomètres trouveront nos méthodes nouvelles , 
Jbciles et analytiques. 

Il ne nous parolt point que Ton se soit occupé avant nous de la solution 
des cas compliqués concernant les fonctions quelconques de plusieurs poly- 
nômes simples et les fonctions des polyncmies doubles , triples , etc. 

Les applications se présentent en foule : elles embrassent les principales 
branches de la théorie des suites ^ et apportent des simplifications dans beau- 
coup de recherches , dans la pratique du calcul différentiel , par exemple. 

Offrons quelques-unes de ces applications , car il est temps , pour tempérer 
Faridité de nos règles , d en donner quelques usages remarquables dans des 
matières intéressantes. 
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ARTICLEQUATRIÈME. 

Applications du calcul des dérivations aux séries récurrentes y tant 
simples que doubles ou triples ^ etc. y d'un ordre quelconque. 

aoi. La matière que nous allons traiter a mérité I attention des plus grands 
Géomètres à cause de son utilité dans plusieurs recherches , principalement 
dans la théorie des probabilités. Elle offre un des cas des moins compliqués 
auxquels on puisse appliquer le calcul des dérivations. 

Moiyhe est le premier qui ait considéré les séries récurrentes simples , dans 
sa Doctrine of chances et dans ses MisceiUanea analytica : il a enseigné à 
trouver la somme ou la fraction génératrice de ces séries , et à en trouver le 
terme général en décomposant en facteurs binômes le dénominateur de la 
fraction génératrice égalera zéro : cette matière a été traitée ensuite par 
EuLER dans Y Introduction à l'analyse des infinis. 

Lagrangb s'est occupé à plusieurs reprises des séries récurrentes simples ; 
d'abord dans le tome I/^ des Mélanges de Turin il a rappelé la recherche 
du terme général de ces séries à l'intégration des équations linéaires aux 
différences ( finies ) , et il a étendu cette intégration aux cas où l'équation de 
relation a un dernier terme , fonction de la variable : le cas particulier où ce 
dernier terme est constant a aussi occupé Vincent Riccatx , qui a donné sur 
ce sujet un mémoire imprimé dans le tome Y des Mémoires présentés à 
l'Académie des sciences de Paris, 

Lagrangb , depuis , a simplifié considérablement toute cette théorie , au 
commencement de ses belles Recherches sur les séries récurrentes , etc. 
imprimées dans le recueil de l'Académie de Berlin pour 1775. Dans les 
mémoires de Paris pour 1772, 1/^ partie , ce grand Géomètre a résolu d'autres 
problèmes nouveaux sur les séries récurrentes'; il y donne une méthode pour 
trouver si une série proposée en nombres est récurrente et de quel ordre : il 
a encore donné une autre solution de la même question dans un mémoire sur 
les interpolations, qui n'a paru jusqu'ici qu'en allemand, dans les Éphémérides 
de Berlin pour 1783. Prony vient aussi de traiter avec détail les principales 
questions qu'on peut proposer sur les séries récurrentes^ dans le journal de 
l'École polytechnique. 
l^APLACE a fait de savantes recherches sur le terme général des séries récur- 
rentes 
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rentes doubles, qu'il a nommées récurro ^ récurrentes , dans les mémoires 
présentés à l'Académie de Paris , tomes VI et VU , en considérant cette matière 
comme un cas particulier des intégrations des équations aux différences ( finies) 
partielles à plusieurs variables , intégrations pour lesquelles il a donné des 
méthodes ingénieuses. Lagaangb^ dans les recherches citées, imprimées dans 
le volume de l'Académie de Berlin pour 1776 , a traité de nouveau le même 
sujet ; il y enseigne à trouver le terme général des séries récurrentes doubles 
et triples , par des méthodes nouvelles , qui ramènent cette matière à la théorie 
générale des séries. Depuis , Laplace a encore repris le même sujet dans son 
mémoire sur les suites 9 Académie des sciences de Paris pour 1779. 

202. Notre intention est de Eure voir dans cet article que le calcul des 
dérivations s'applique avec une très -grande facilité aux séries récurrentes 
simples, et qu'il donne, pour les termes généraux de ces séries , des formules 
fort abrégées , qu'on peut ensuite développer Ëicilëment pour chaque indice 
ou quantième de terme en particulier , quel que soit cet indice , pourvu qu'il 
soit un nombre entier , ce qui est le cas le plus ordinaire dans la théorie des 
probabilités. Nos développemens présentent les termes de la série exprimés en 
coë£Eciens du dénominateur de la fraction génératrice , mêlés avec quelques- 
uns des premiers termes dont on suppose la valeur connue , tandis que toutes 
les méthodes dont on a fait usage donnent le terme général en puissances des 
racines de l'équation qu'on obtient en égalant le dénominateur à zéro. Les 
développemens que donnent nos méthodes, quoique toujours faciles à effectuer, 
sont souvent fort longs; mais cet inconvénient paroit compensé par l'avantage 
de n'avoir pas à décomposer le dénominateur en facteurs isimples, ce qui, 
lorsque le dénominateur va au-delà du quatrième degré, et que ses facteurs 
ne sont pas rationnels , surpasse les forces actuelles de l'Analyse. 

Quant aux séries récurrentes doubles , nous offroiis l'essai d'une méthode qui 
a cela de particulier , qu'on y forme aussi d'abord la fraction génératrice de 
la série : le dénominateur se déduisant sans peine de Téquation de relation, 
la principale difficulté est réduite à former le numérateur, et quelquefois encore 
à savoir par quel terme du dénominateur doit commencer le développement. 
Quand la fraction est ainsi déterminée , les dérivations donnent toujours le 
terme général sans qu'on ait besoin de décomposer en facteurs. Cette méthode , 
qui nous paroit mériter d'être cultivée et perfectionnée , étant appliquée à 
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plusieurs problèmes sur les probabilités , nous conduit aux mêmes résultats 
que Lagrangb et Laplacb ont trouvés par leurs méthodes, et elle y conduit 
souvent arec beaucoup de facilité. Nous indiquons ensuite la manière de 
rétendre aux séries triples. 

Des séries récurrentes simples. 

ao3. On nomme séries récurrentes celles dont la propriété est , qu'un terme 
quelconque se forme de ladditioh d'un certain nombre de termes précédens , 
multipliés chacun par un coefficient donné. 

Ainsi , y^m désignant un terme quelconque i si Ton a entre ce terme et les 
trois précédens Y équation de relation , 

^9 ^9 Yi ^ étant des quantités constantes données, positives ou négatives, la 
série sera une série récurrente du troisième ordre ; car cette équation donne 

e^ Oi Oi 

OÙ Ion voit que A m est formé de laddition des trois termes précédens , chacun 
étant multiplié par un coefficient constant. On dit que la série récurrente 
ou son équation de relation est du H*"^ ordre , si la différence entre les indices 
des termes extrêmes A m et Am'^t est égiale à r. Les constantes qui multiplient 
les termes successifs , écrites les unes à la suite des autres , comme 

forment ce qu'on nomme Véchelle dé relation. 

Nous ne nous proposons pas de donner toutes les applications que Ton peut 
Élire du calcul des dérivations aux séries récurrentes : le problème suivant 
est le plus important dans cette matière , à cause du grand nombre de ses 
usages , et nous allons en donner une solution directe 9 qui ne demande 
aucune décomposition en facteurs. 

Problâmb. 

204. Étant donnée l'équation de relation d'une série récurrente simple, 
d'un ordre quelconque , 

trouver l'expression du terme général de la série en es , €f y^ Sf etc. , ecr. 
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Pour simplifier , nous ne considérerons que Féquation de relation 4u troi<» 
sième ordre | il sera facile de voir que les raisonnement sont les mêmes pour 
un ordre quelconque. 

Soit donc Féquation de relation 

laquelle j au moyen de nos notations , prend cette forme 

xy'^.A + D.«.p*-».^ -+- pî».«.p*-^^ + p3.«.p*-5.^ =:0: 

or 9 en comparant avec la formule du n.^ 87^ on voit que le premier membre 
de cette équation n'est autre chose que le développement de p'".(e^}, p^.o;, 
ou ij étant un dernier terme dont les dérivées sont zéro; c'est-à-dire, qu'il 
n est autre chose que le coëfEcient du terme affecté de a^ dans le dévelop- 
pement du produit 

(« -H C» + yx^w+' Sx^) (y^ -h i?x -+- Cx^ + Dx^ + Ex^ + Fx^ 4- etc.), — (2) 
le premier polynôme n'ayant que quatre termes et le second étant indéfini. 

Soit 



a 4- ^j? -t- cx^ + dx^ H- ex^ ^-fx^ + etc. . • . . ( 3 ) 

la série résultante du développement de ce, produit, on aura 

az=:cùAj ^ = D.(a^), c=p2.(e^), J=p3.(e^), e=p4.(«^, etc.; 
mais , puisqu'en développant ces expressions on trouve 

d = «y^3 -4- CA2 -h y-/^i H- ^-^ , ^ = «-^4 H- CAs + yA2 4- iAi , etc , 
et que ces valeurs doivent satisfaire à l'équation de^ relation , il s'ensuit que 
dje^/jg^ etc. sont tous égaux à zéro : il n'en est pas de même des valeur» 
de a , & et c , lesquelles , étant 

ne remplissent pas toute l'étendue de l'équation de relation (1), et, sans s'éva- 
nouir y demeurent indéterminées. Ainsi la série ( 3 ) se réduit aux trois termes 

a -H Aoî H- cx^^. 
tous les autres étant zéro. On remarque , sans que j'en avertisse , que , con- 
formément à nos notations , nous écrivons indistinctement B om Ai ^ C ou 
A% f eta 

Donc, puisque la série (3) est égale au produit (q) dont elle est supposée 
le développement, nous aurons l'équation 

— ^ T ^ fZ i> i =^A+Bx + Cx^ H-i)x5 H- etc. H- AmPt^^ + etc. ... (4) 
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pourvu qu'on faase zéro les dérivées dé crr et qu on ait soin de rejeter toutes 
les dérivées de « - » inférieures à p* - ' -^ *. «- * , à cause que , dans p*. (««•») , ar.t 
est un dernier terme , et partant que ar.ip'"-'-^^«*^ est le dernier terme du 
développement de ç*. ( a« - * ). 

Avec cette attention on peut partager »Aoù'^ différemment en facteurs 
avant que de ùàre le développement de lexpression précédente. 

1.^ En partageant ocÂat'^ dans les fisicteurâ »A et ec'^ ^ on a sur-le-champ 

«^. p"».a"* 
-h (ecB H- e^)p«-«.«-i 

+ («c.+.e5-+-y^)p-^«-» . 

+ etc 

* 

+ («^r-i -f- ff^f.a -h y^r-3 + etC. -f- eCr^%B -f- «r-i^) p*-»*-*-!. «" *. 

2.^ £n partageant le produit cùAec'^ dans les facteurs A et oc^et'^ ^ on a 
aussi sur-le-champ 

^m = p*.(^ X a.«-») = 

u^(«P*.»-» + ep«-».«-' H- yp"^«.«-* + etc. + «r.aP*-'^-«.«-' + «r.iP**'^».»-^ 

-S(«P""*-«"* + ffp*-«. a-» + yp*-5,^i -}« etc. + «r.,p«-'^-*-i.£^i) 
C(«p«-a.rt-» -4- ep«-3.^.i ^^ etc. + «fsp'"''-^-*.»-") 

£)(«p«-3.^.i ^«g»pii-4.^.i ^^ etc. -f. «r.4p"-'-*-».»-») (i3) 

etc • • • . 

+ ^^r-îCap""^-^^.*-* -h ffp»-'-^».»-^) 

-H ^^r-Lap"-**:*-'.»-". 

Cette dernière formule s'accorde au fond avec celle qu'a trouvée Laplacb, 
par une voie différente, dans son mémoire sur les suites (Académie des sciences 
de Paris , année 1 7 7 9 1 page 237). La formule précédente ( i Q ) parolt préférable 
dans plusieurs occasions ; on peut cependant mettre cette dernière ( 1 3 ; sous 
une forme qui en abrège les développemens , ainsi qu'on va le voir. 

207. Quelle que soit la dernière des quantités cc^ €^ y^ if etc.> cest à- dire 
celle dont les dérivées sont zéro , on a toujours 

p'.f»«-0 = 0, 
à cause que ec*»'^ =^ 1 1 et que p. i := o , et p'.i = o. Soit g, par exemple. 
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la derfiiére des quantités oc^ Cj y , etc. : on aura , en développant , 

d'où Ton tire les équations suivantes 

ap'.«-» H- ffp'-».«-» -H yp'-*.«-* H- ^p'-W* = ~ «p'-4.«-i 

«P'.ar* •+- ep'-'.ar* H- yp'-^or» =— ^p'-^.^i _. ,p'-4.i^». 

Au moyen de ces équations la formule suivante , qui donne le terme général 
pour l'équation de relation du quatrième ordre , 

et qui est un cas particulier de la formule ( 1 3 ) du numéro précédent , savoir , 

A{oc^^.cer^ H- ep"-».(^» + yp"-«.«-» + Jp"-'.»-^ 

H- iBCfljp'»-».»-! -h ep« -«.«-» + yp—W») 

H- JD.«p«-3.flj-i ^ 
se change en cette autre, plus simple et plus fisicile à évaluer en nombres i 

— -/^.ap"»-4.ar* 

— -B((Jp«-4.«r» -H gp"-W*) 

23. «p«- 5.^-1, 

o'ù le nombre dès termes est réduit à la moitié plus vltl Dans ces deux 
formules s est une dernière quantité dont la dérivée est zéro. 

Cette simplification s'étend au terme général d une série de Tordre quel- 
conque r, et la formule ( 1 3 ) devient ainsi , xr étant toujours une dernière quantité, 

w^.arp^'^flT* 

— -e(«r.ip«-^«-* + «rp"-'-».»-0 (14) 

— C(ar-ap"»-''.t»-* -h C^.ip«-'-».«-» -4- «rp*-''-«.«-0 

etc 

-f- ^r-3(«p"-"'-*-5.^» 4- (Tp*"-*-*.*^' -t- yp«-'-M.«-») 
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flo8« ÉdairciâMiu par un exemple la manière d'employer nos formules. 

Exemple. 

On demande le onzième terme de la aérie récurrente du troisième ordre , 
dont l'équation de relation est 

les trois premiers termes A ^ B^ C étant donnés. 



La formule ( 1 1 ) du n.® 2o5 donne pour le terme cherché 

Aïo = «p^^.flr-» + *p9.a-* -H cçS.^^i , 
où J est une dernière quantité. Je lis cette formule à rebours et je développe 
d abord Ç^.«""' ; j'ai par le n.® 30 , en écrivant la suite à rebours, 

les termes suivans sont zéro , à cause que i est une dernière quantité. Déve- 
loppant ultérieurement par la règle du n.^' 43 , j*ai sur-le-champ 

— ar-^( loff^Qy^-l- 1 offayS) 4^^-5(6^2^^ -+. 4f 3yaJ+y4)_ tr-4. SyJ^. 

De là on tire successivement par dérivation les développemens suivans , par la 
règle du n.^ 3o, en commençant, si Ion veut, par le dernier terme, 
ç9.a-»=— »-^^e9H-«-9.8ff7y — «--8(7e6^^2if5y3)^^-^(i5e42yJ+Qoe5y^^ 

— «-^ ( 1 oe5^ ^- 1 oe^Sy^^r ^- 5 e/) H- «-5 (4C3y(^ H- 4y5 J) — «-U^ 

Ces développemens réduits de ç^or-» , Ç9.«—* , ç^^.ot"* étant multipliés respec- 
tivement par c=ieùC^ÇB + yA ^ b^=i(tB'^rCAy a=iuA^ la somme des 
produits est l'expression développée du onzième terme de toutes les séries 
imaginables du troisième ordre. 

Supposons , pour appliquer ces formules à uii cas numérique, qu'on veuille 
le onzième terme , Téquation de relation étant 

et les trois premiers termes étant ^ = i,^ = 2,C=3. 

On aura e» = i, ff=i, y= — 2, ^= — q; a=i , i==3 , c= 3 ; 
ç8.^-.i = 3i , ç9.«-i =— 3i , çi^<»-» = 63; 

et le onzième terme sera A 10 = 63. 

209. 



iio.-.— 1 
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aog. La solution du problème précédent donne immédiatement un terme 
quelconque de la série récurrente, lorsque Findice ou le quantième Me ce 
terme est un nombre entier positif; on peut demander à présent, si Ton ne 
peut pas trouver des formules finies qui donnent pareillement un terme 
quelconque de la série récurrente , lorsque l'indice ou quantième de ce terme 
est un nombre entier négatif : c'est ce que nous allons examiner. 

.P a o B I4 è M B. 

Etant donnée Féquation de relation d'une série récurrente de l'ordre quel- 
conque r, on demande l'expression d'un terme quelconque de la série continuée 
en arriére, c'est-à-dire, l'expression du terme général à indice ou quantième 
entier négatif. . . 

Soit la série récurrente , continuée des deux cÂtés | représentée par 
etc. -4- -^.3 35-3 -}• ^.a-»" ^+ ^- 1 a?- * -+• ^ H- Bx H- Cx^ -j- Dx^ -+- etc. ; ... (%) 
on peut réduire la question à former la fraction génératrice de la partie de 
la série qui s'étend à la gauche de A , d'après l'équation de relation , ou même 
d'après la fraction génératrice de la série qui s'étend en avant , à la droite de A. 

Pour plus de simplicité nous supposons que la série soit du troisième ordre; 
la même analyse s'applique à un ordre quelconque. Soit donc l'équation 
de relation ^^ ^ ç^^^ _^ ^^^^ _^ ^^^^ ^ ^. ^^^^ 

puisque cette équation est censée vraie pour toutes les valeurs de l'indice m 
entières , positives et négatives , on pourra mettre — to -h 3 au lieu de m , 
et l'équation de relation deviendra 

iA.m -+- yA.m^x -H CA^m^% -+- xA^m + l = O. ....(3) 

Or le premier membre de cette équation n'est autre chose que le coefficient 
de X''" dans le développement du produit suivant^ 

ainsi qu il est aisé de le voir en effectuant la multiplication. Soit 

aa;-" •+- hx^^ + ca:-3 -+- ^^-4 -f- tx'^ -f- etc. ..•. (5) 

la série résultante de cette multiplication ; on aura 

(1 = oA.t , 
b = iA.^ H- yA^i , 
c = iA^z + yA.t -i- ÇA.i , 
b = ^^-4 -+- yA.z + ff-^-a -+- oùA.x , 
e = iA^s + y-^-4 + ff-^-3 -^ cùA.% , 
etc. , U u 



..(6) 
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OÙ Ton voit que les valeurs de b , e , f etc. satisfont à Téquation de relation 
( 3 ) , et que par conséquent elles sont toutes zéro ; mais qu'il n'en est pas 
de même de celles de a , b et c , lesquelles , ne remplissant pas toute Téquation 
de relation , doivent demeurer indéterminées , ou être données par l'état de la 
question. On ainra donc Féquation suivante 

Uyco-^+ex' + <cx-i =^-.^-'-H^-^»+^-3^'+^-4-^4-t-etc. , ...(7) 

dont le premier membre est la fraction génératrice demandée. 

Le numérateur dépend ici des trois premiers termes de la série continuée 
en arrière : mais on peut aussi le faire dépendre des trois premiers termes 
de la série étendue en avant , et , en liant ainsi les deux côtés de la série , 
on pourra mieux comparer la fraction génératrice de la série continuée en 
arrière avec celle de la même série étendue en avant. A cet effet, je fais 
-^ m successivement == — i , -^ q , — 3 dans l'équation de relation ( 3 ) , ce 

qui donne ^^.. = . (^c + CB ^ yA), 

iA.^ -H yA.i = — («5 -H ÇA)j 
iA^z -H yA.% -H ÇA^i = — cùA. 

£n comparant avec le numéro 204 , on aura a== — c, 6=—^, c = -^a. 
Donc la fraction génératrice de la série continuée en arrière sera aussi 

On voit qu'elle résulte de la fraction génératrice de la série étendue en 

*^^^^ ' a + bx + cx^ 

(f J^ Çx + yx^ + Sx^ ' 

si l'on meUplie celle-ci haut et bas par x-^^ qu'on ordonne suivant les puis- 
sances négatives de x^ et qu'on mette le signe -* devant la fraction. 

Cette règle est générale pour une série d'un ordre quelconque r, car l'analyse 
précédente demeure toujours la même. Ainsi la ^fr^ction génératrice ( 8 ) , 
n.^ Qo5 y étant multipliée haut et bas para?-'', et affectée du signe — , donnera 
pour la fraction génératrice de la série de L'ordre r , continuée en arrière , 

ar.iX'^ + ar^x'^ + e tc. + ^a?-'-+-» + ax'^ 
~ ecr-^ ecr^iX'^ + ofr.jx-» +etc. + Cx'^-^^ +«x-'* ^^' 

Ce problème a déjà été résolu par Laouangb dans les mémoires de Paris , 
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pour 17721, 1/^ partie, pageSSo et suivantes; mais notre analyse , qui n'est pas 
fondée sur la décomposition de la fraction génératrice en fractions simples, 
est plus directe et parolt ne rien laisser à désirer. 

210. Quant à la manière de développer cette dernière fraction , elle est abso- 
lument la même que celle par laquelle on développe la fraction (8 ) , n.® 2o5 , 
pourvu qu'on regarde ici Or^ i et «r comme des premiers termes, et qu'on prenne 
pour leurs dérivées , non lès lettres qui les suivent dans Tordre alphabétique , 
mais celles qui les précèdent. £n se conformant à cette remarque , on peut 
indiquer le terme général à indice négatif de la série de Tordre r, c'est-à-dire , 
le coefficient de x-" dans le développement, par 

^.» = ~ p"'l. l^r.iCar)"^ } ; (10) 

et le terme général à indice négatif de la série du troisième ordre sera 

^.«=— Ç*-*.(C(î-*) = ~(cp"-».J-ï + ^p«-«.(î-»H-ûÇ"»-3.J-0 ....(11) 
Au lieu d'ordonner les termes de la fraction génératrice de la série continuée 
en arrière suivant les puissances négatives de x, on peut, pour déduire la 
fraction génératrice dont il s'agit de celle de la série étendue en avant , se 
contenter d'écrire à rebours le numérateur et le dénominateur de cette der- 
nière fraction , en affectant toute Texpression du signe — . Ainsi la fraction 

a + Ax -+- cx^ , „ . cx^ + bx + a 

; — 3 — ; — jr\ donnera celle-ci — - » n , ^ , ^ — \ — , car, 

« + ff J5 -H y^^ + 6^ i^^ + y^^ + b X + « ^ 

en développant cette dernière suivant les puissances x^^ ^ o?*^, x'^^ etc., on 

aura ( n.^ 107 ) les mêmes coëfBciens qu'en développant la fraction (8) du 

numéro précédent. 

211. Nous avons donc des formules et des méthodes pour calculer par 
dérivation , immédiatement , un terme quelconque d'une^ série récurrente ^ 
toutes les fois que l'indice ou le quantième du terme élst un nombre entier 
positif ou négatif, et cela sans qu'on ait besoin de décomposer le dénomina- 
teur de la fraction génératrice en acteurs binômes, ou cette fraction en 
fractions simples. Quoique Ton voie par l'exemple du n.^ flo8 que le nombre 
des termes du développement, toujours très- faciles à former d après nos^ 
méthodes , devient très- considérable pour des termes fort distans du premier 
et pour des séries d'un ordre fort élevé ; cependant , comme rien n'arrête nos 
développemens , ils donneront toujours le moyen d'avoir immédiatement un 
terme quelconque de la série. 
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n n'en est pas de même des méthodes connues. Moiyrb et ceux qui Font suivi 
sont obligés , pour former l'expression du terme général , de décomposer la frac- 
tion génératrice en fractions simples ; pour cela il faut décomposer le déno- 
minateur en facteurs binômes , et, si on ne connolt pas d'avance ces facteurs, 
il est nécessaire d'égaler ce dénominateur à zécp et de résoudre exactement 
une équation qui peut être d'un degré fort élevé , ce qui surpasse toutes les 
forces actuelles de l'Analyse. Le terme général qu'on trouve ainsi y lorsqu'on 
peut y parvenir , est exprimé en puissances des racines du dénominateur , 
tandis que nos formules le donnent en coëfRciens du même dénominateur. 
La méthode qui enseigne à trouver le terme général par l'intégration des 
équations aux différences (finies) , fait parvenir à une équation qui n'est autre 
chose encore que le dénominateur de la fraction génératrice égalé à zéro , et 
elle exige pareillement qu'on en cherche les racines. 

Il nous parolt donc qu'on peut souvent employer nos méthodes avec avantage, 
lorsque, ne connoissant point les facteurs du dénominateur, les racines de 
ce dénominateur ne sont pas rationnelles , et que d'ailleurs on ne demande 
qu'un terme de la sérié récurrente à indice ou quantième entier : et dans ce 
cas nos méthodes sont les seules praticables , pour les sériés d'un ordre supé- 
rieur au quatrième. 

Mais si Ion demande des formules qui puissent encore servir pour des 
indices fractionnaires , il devient indispensable d'employer celles qui résultent 
de la décomposition du dénominateur de la fraction génératrice en &cteurs 
binômes : alors, supposé que l'on connoisse ces facteurs, on décompose la 
fraction elle-même en fractions simples à dénominateurs binômes ; chacune 
de ces fractions donne un coefficient de x" , et la collection de ces coëfficiens 
forme le terme général. 

Comme cette matière tient aux dérivations, et qu'à leur aide on arrive 
facilement à des formules élégantes et utiles , elle ne sera pas déplacée ici , 
et no^is allons la traiter succinctement. 

212. Démontrons d'abord une proposition qui sert de base à la décompo- 
sition des fractions. 

p 
Soit en général la fi*action -jr^ P et Q étant des polynômes finis , chacun 

de la forme a -h boo •+• cx^ -i- dx^ -J- etc. +aq, iXf - ^ H- a^M , P ayant un 
terme de moins que Q , c'est-à-dire , étant d'un degré inférieur de l'unité à 

celui 
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celui de Q; si Q est le produit de deux autres polynômes connus Af et iV, on 
pourra toujours décomposer la fraction proposée en deux autres, de cette manière 

M '^ N ~ q ' '•••• ^^) 

telles que K soit un polynôme dont le degré est inférieur de Tunité à celui de 
1/9 et L un polynôme dont le degré est inférieur de Tunité à celui de N* 
£n e£fet Téquation ( 1 ) donne 

KN+ LM P ,fCT^_^rii/r o 
IdN ^ Q"' et Ai>r4.Z,JI/=P, ••••(a) 

puisque par supposition Q = MN. Soit Q un polynôme du degré ç^ et M 

du degré m , m étant ^q \ P sera du degré q — 1 , iV du degré q m ; 

K devra être du degré 77» — 1 ^ et Z# du degré 9 — m — i j K aura donc 
m termes et 77» coëfEciens indéterminés , et Z# en aura q — m. Voyons si 
ces suppositions s accordent avec Téquation ( 9 )• KN sera du degré 
77» — 1-+-^ — 771 = ^— 1, et LM du degré ^ — tti— 1 h-77^ = ^ — 1 ; 
donc KN + LM sera du degré q — 1 , c'est*à*dire , du même degré que 
P : ainsi KN + LM contiendra q coëfficiens indéterminés ; donc , P ayant 
q termes , on pourra former , entre les coëfEciens de KN + LM et ceux de 
P^q équations linéaires qui serviront à déterminer les q coëfficiens de K et 
de Z/« D'où il résulte que la décomposition dont il s'agit est toujours possible. 

21 3. Supposons à présent que il/ soit une puissance de binôme, (a — œy^\ 
M sera donc un polynôme de 77» + i termes et K un polynôme de 77» termes, 
dont le premier ne sera pas affecté de a?, et le dernier sera affecté de x">->. 
L'équation ( q ) donnera ^ i ( a - a? )«• 

^ = F N .....(3) 

Si dans cette équation on vouloit tout développer suivant les puissances de 
ft — a; , il suffîroit de mettre partout , au lieu dex, a — (a — a:), oua — a;i en 
fiûsanta — â?=c0 , pour simplifier ; puis , de développer en séries ascendantes, 
suivant les puissances de 0^ 

Or il est clair que , K étant du degré tti — 1 en a? , il sera encore du même 
degré en 1» , après quon aura mis. a — » au lieu de oc» Donc, si on développe 

P Xi»* . 1 . ,1 j Xi»" 

-jr^ et ^^ suivant les puissances ascendantes de » , aucun terme de ^ 

ne pourra entrer dans la valeur de K , laquelle par conséquent sera égale 
aux m premiers termes du développement de -=r^. 

X X 
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De là il s ensuit que , pour déterminer le numérateur de la fraction partielle 
, qui est une dé celles dans lesquelles on yeut décomposer la fraction 



P 
proposée ^r-, il faut diviser Q par le dénominateur (a— x)** , et en nommant iV 

p 

le quotient, développer -^ en une série ascendante suivant les puissances 

de a — x ; les tt» premiers termes de cette série , dont le dernier sera afFecté 

de (« — ^)""S formeront la valeur du numérateur A (*). 

p 
Le calcul des dérivations donne un moyen facile de développer -=^ suivant 

les puissances ascendantes de a — a;. £n effet , soit 

P a + hx + cx^ + do^ + etc. + a^.iO^f-* ^ 
1^ TT + ara; + jx^ + q-x^ + etc. + TTf -«^-"' ' 

on mettra partout a — a) au lieu de x , et désignant par — la fraction 

g + &a + rtt« + d^ + etc. a^.y tt^* ' • 

TT + ^sa + ja^ + <ra5 + etc. + Tr^-wa^-*" * 

il est clair qu*en considérant dans cette expression a seul comme variable , et 
faisant la dérivée de a = — i , on aura , pour le développement demandé , 

^ -H D^.o; -H ç^i.^a +p3^.«3 ^^ etc. + T'%^^'''' = ^- 

D'où il s ensuit que rj , c est à dire les fractions partielles qui résultent 

du dénominateur (a — oS)^ seront , a; étant = a -* a; , 

a: _ 

(a-a5)* 
m m 1 Q> 1 9> 1 

gi(a-a?)« ^ îR'ia-a?)«-» ^ *^ 9l* (a- a:)«-«^ ^w.. -r- ^^ ^ {^^xV 

a étant seul variable dans - et sa dérivée étant — - i • 

j\ 

ai 4* On demande à présent le coefficient de x* dans la série qui résulte du 

K 

développement suivant les puissances de a; de la valeur précédente de . rj. 

( ^ ) Cette méthode , qui a déjà été dpnnée par Laplacb dans son mémoire sur le* #ifiVse#( Mémoires de Paris , 
année 1779I» page 224) est la même que celle qu'EuLsn a exposée dans \mAcia de Pétersbourg pour 1780, 
l.î« partie, et qu*il a préférée aux méthodes qu*il aroit données précédemment dêMiÊVmlroducihn â Fjinafyse 
des Infinis et dans son Caicul différentiel^ parce qu*èUe s'applique aux fonctioot transcendantes* Elle se 
tronve ici dégagée de la considération des infinii^ 



DES DBAIVATION6. 17$ 

Il est clair qu'il sufEra de prendre le terme affecté de x* que donnera chacun 
des termes de la formule précédente , ^ demeurant invariable ; et Ion aura 
ainsi , pour le coëfEcient cherché , 

|p.(a-«) 4-D|.p»(a-+0 +. p^|.p-(«-+«) -4- etc. + p-»|.p- («•»>. 

Mais on peut mettre cette série sous une forme plus simple et plus élégante, 
au moyen d'une transformation que nous allons exposer et qui mérite d'être 
remarquée. 

21 5. Le coëfEcient de x" dans le développement de (a -^x)''' est, par notre 
méthode, n.^ 2 , = p"<^*'' 9 ^^ étant = — 1 ; je dis que le même coefficient 
est aussi égal à Ç''''(ii"*'*)» ^^ étant toujours = — 1 ; où l'on voit que l'ex- 
posant de (a— x) passe à l'indice de d et l'indice de d à l'exposant de a, en 
changeant de signe l'un et l'autre et s'adjoignant — 1 • 

£n effet on a , en développant à lordinaire , na étant = — 1 , 

r.r+ i.r+ Q. .. .(r + n — 1 ) 

p«a-'= — -^ -=- 5-i— î- ^a-'-% 

^ 1. Q. j n 

^ ^ ^ 1. Q (r— 1) 

r.r+i.r+2..(r+n — 1) /i + 1.» + 9.. (n + r— 1) 

1. 2. 3...../1 1. 2 (r— 1) 

comme il est aisé de le voir en multipliant en croix , ce qui donne 

1. Q... (r— i).r.(r + i)(r-|-«)- (r-f-n — 1)= 1. 3.. n(/H-i)(/»-f-3).. («+r— l) 

équation identique. Donc na étant = — 1 , on a toujours 

p«a-' = ç''->(a-«-»)- 

21 6. Si l'on applique cette remarque à la formule du n.^ 214 9 elle devient 
|p--»(a---0 + x>|-p'"-Ha-«-0-^-p^|-Ç*-5(^-»-0-Hetc.H-ç« 

x>a étant toujours :=: — 1. Or on voit, par le n.^ 97, que cette formule peut 
se mettre sous cette forme fort simple 

p"-«r^a-*-*l, Daétant = — 1. 

Donc, pour trouver tout d'un coup la partie du terme général d'une série 
récurrente qui vient de plusieurs facteurs égaux du dénominateur de la fraction 

génératrice jri ^oit (a-^x)* le produit de ces fiicteurs égaux et N le quotient 
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p 

de Q diyisé par (a — œ)F ; mettez partout a au lieu de x dans •=» , et désignez 
par ^ ce que devient cette fraction : la partie cherchée du terme général sera 

p"- * I ^•"'"* » ^^ étant = — 1 et » + 1 étant Findice du terme. 

On voit que , comme il n* y a ici d*autre variable que a et que sa dérivée 

est = -* 1 , on peut aussi exprimer cette formule par les différentielles , et , en 

p 
laissant subsister x dans — , dire que la partie cherchée du terme général sera 

^"•'[^^•'] 

1. 9. 3. . .. (m— i). ( — dx}*-* 

çn nç Élisant varier que or, dx étant constante > et en changeant x en a aprè^ 
Içs différentiations. Ce beau théorème a été donné par Laqrakge dans ses 
recherches sur la manière de former les tables des planètes d'après les 
seules observations , Mémoires de Pari3 pour 1772} 1/*^ partie , page 627. 

On peut aussi voir dans le mônoe endroit une formule générale pour le cas 
où le dénominateur a des Ëicteurs simples imaginaires* 

217. De là il résulte que si Ton a la fraction génératrice 

P 



■^f"W" 



.t 



où P est un polynôme en x du degré m-i-rH-^ — i,le coefficient de x" , 
ou le (/zH- 1)^^^ terme de la série récurrente , sera, en désignant par ^ , & , St 
le polynôme P dans lequel on a mis successivement a , b , c , au lieu de x , 
p"-*. {a-'*-»-y.(b — û)"'^(c — «)"'} > ^ seul variant de — 1 , 
+ p'-». {b-«-*.a.(a~b)-*(c — b)-'}, b seul variant de — 1 , 
-t- p'-". {f'»>*.8l.(a — c)-*(b — c)-*^} , c seul variant de — 1 ; 
et cette formule peut servir pour toutes les valeurs de n , positives , négatives 
et fractionnaires. 

Cette formule s'accorde avec celle que Laorangb a donnée le premier 
dans un mémoire sur l'utilité de la méthode de prendre le milieu entre les 
résultats de plusieurs observations , inséré dans le tome Y des Mélanges de 
Turin (Voyez page 219 ) , et que Laplacb a aussi donnée dans son piémoire 
cité sur les Suites , page q34. 

Si tous les facteurs sont inégaux , si l'on a , par exemple 1 la fraction 

P ^ 

^a — a?)^b— a;)(c — a;) ' 

alors 
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alors dans la formule précédente les signes de dérivation d , ayant chacun 
xéro pour indice , disparoissent tous , et le coefficient de x* sera simplement 

a-«-»^(b — a;-«(c — a)-» 

-t- ^-•-"Q(a-b)-«(c- b)-» 

-+• c-«->8l(a-c)->(*-c)-». 

Si l'on avoît la fraction rr-TT rr: r la formule précédente 

(a— x)*(b— x)*(c — x/ '^ 

doxmeroit encore pour le coefficient de x* 

a-«-»(6 — a)-*(c — a)-*, a seul variant de — i , 
p*-*. \ + b-«-»(a — *)•*(€ — *)•*, b seul variant de — i , y. 

c-«->(a — c)-*(b — c)-*, c seul variant de — i, 



d 1 8. On peut même combiner ces formules avec celles du n.® ao4 6t suivans , et 
par là on rendra ces dernières propres à servir pour des quantièmes fractionnaires. 
£n effet, puisque le coefficient de x", dans le développement de 

a -f- ix -f- cx^ 



Cx -i- yx^ -H ^x^ * 
est, n.® 204 , ^m = ap«.«-» -+• iç«-». «-« + cç*-*.»-*, 
où p". «->, p«->.«-i, p" '*•<»** désignent respectivement les coëfficiens 
de X* , X" • S ^ * * dans le développement de 

« H- Cx -H yx^ H- Jx^ * 



soit cette fraction, après qu'on a décomposé le dénominateur en fisicteurs 
binômes, représentée par ^ 

~ ir(a — x)(b— x)(c— X) ' 
on aura pour le coefficient de x" de la fraction proposée , 

_ J{a-»->(b-.a)-*(c— a)'»H-b-«-«(a— b)-*(c-.b)-» + r«-»(a— c)-«(b— c)-«} 
_||a-»(b — a)->(c — a)-«H-a-(a — b)-'(c— b)-» + c-»(a_c)-«(b— c)-'} 



— j {a-«+'(b— a)«(c— a)-»H-b-»+»(a— b)-»(c — b)-» + c-*^->(a— c)-»(b— c)-»|, 

formule où l'on peut faire n fractionnaire. 

Je ne m'arrêterai pas plus long - temps à ces recherches : et j'observerai en 
général , qu en appliquant le calcul des dérivations aux objets principaux 
traités dans le beau mémoire sur les suites de Làpuice (Mém. de Paris ^ ^779) ' 
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on pourra rendre, plus fisiciles la plupart des développemens i même en suivant 
la marche de ce grand Géomètre. 

21 g. Appliquons ces différentes méthodes à un exemple, aRn de comparer 
le terme général que Ton obtient sans décomposer en £sicteurs, avec celui que 
Ton trouve en conséquence de cette décomposition. 

E X E M P li E. 

On demande Texpression du sinus et du cosinus d un angle multiple quel- 
conque rit I en cosinus de Tangle simple t. 

L^ On sait qu'on a généralement , quel que soit n , entier ou fractionnaire , 

Annù = Qcos^. sin(/t.i»i)^ — sïnln — 9)^, 

(*) .... li\ 

COSnt = QCOS^.COS(/l — 1)^ — cos(/i — Q)t\ ^ ' • v^/ 

ce qui (ait voir que les sinus et cosinus des angles en - progression équidifFé- 
rente (arithmétique) forment des séries récurrentes du second ordre, dont 
Téquation de relation est 

Am — ^COU.Am^x H" Am-% = O , . . . . ( 3 ) 

et partant la fraction génératrice 

a + bx ,^. ' ,. A + (B -^ ^co^t ASx (4) 

3—; r > • • • • (3) , ou bien — ^-^ . ^* ' 

«— bx + yx» 1 — 2cos^.x + x=* 

Cette fraction , à cause que pour les sinus on a ^ = sino^ = o , ^ = sin^, 

et pour les cosinus , A = coso^ = 1 , j5 = cos^ , donne les deux suivantes , 

1 • sin^.x /c\ ^-. 1 • 1— cos^.x ,^. 

pour les sinus , — : — -.. (3), et pour les cosinus. : — ... (6) 

Le coefficient de x* dans la fraction (3 ). est A m = ûrp«.«-« h- Ap«-». «-* , 
où il faudra faire , dans les dérivations ^ d. « = *-* Ç et ensuite n. C == — y } 



(*) Comme les formules que nous allons trouver àeront démontrées généralement par les méthodes 
même qui y conduisent » on peut désirer que nous démontrions aussi les équations ( i ) dont nous partons ; 
d*auunt plus qu*il y a d*ezcellens ouvrages où Ton t'est contenté de traiter par induction une partie de la 
théorie des fonctions angulaires. 

On démontre dans tous les traités de Trigonométrie que y le rayon étant «= i » on • 

sin (r4-f)srsiar. cos t + cosr. êiaif cos (r-f- ^) = cosr. cost — sinr. sin^; 
je fais r successivement =(ii—- i)^, et= ('i<-'2)^> et ces formules deviennent 
sin ntss sin (« — i )^cos^ -4- cos ( is — i ) r. sin i , cosff/s= cos (n — - i ) ^. cos< — - sin (n — - i ) f. tin ^ ; 
•in(/i— i )t=êin(n — iy.cos / 4- cos (n — a)f. sin^ , cos (a— i)^^cos(is — a)#. cos^— sin(is — 2)i, $ini; 
ces deux dernières formules étant substituées convenablement dans lei deux avant-dernièrès donnent les 
formules (1 ) ci-dessus. 
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à cause que G dans le dénominateur a le signe — • En mettant à présent a« 
lieu de a et ^ leurs valeurs relatives aux sinus et aux cosinus, on a 
8în/i^ = sin^ç« -».«-«. ... (7) , cos/i^ = p«.«-» — cos^.p»- «.«-»...• (8) 

Pour développer p'« a* S j*ai par le numéro 20 , en écrivant la série à rebours , 

et en développant ultérieurement, y étant une dernière quantité, 

c # 1. il ' 

— ^-« + « 2_ ff«-6y5 ^- etC (9) 

Pour avoir p* "*.«"' , il suffit de mettre dans cette série n — 1 , au lieu de n. 
Ces séries se continuent jusqu'à ce que Texposant de G devient négatif. 

Il ne reste plus qu'à mettre au lieu de «, C, 7 leurs valeurs 1 , qcos^i 1 , 
et Ton aura, en vertu des équations (7) et (8), 

sinnù = (^o) 

(, . 77-2, V.- 71-3.72-4, • . , n-4.n-5.7î-6, . ) 

sm^. j(qcos^)*-» (acos^)«-5-( 3 (qcos^)»-^ ^ = — (qcos^)«-7 4-etc. | ; 

cos nt = 

X .\- / N/ N- * . /^"Q. 7Ï-3 , ^ . /Î-3.7Î-4- w-5 , V /. 

(qcos/)*— (/i-iX^cos/)«-« h (2COS/)«-4 î— — (qcos^)»-^ H- etc. 

— cos^. j (5Cos^)«-ï ^(ji^tx) (qcos^)«-5 + ^ '^'^ (qcos^)*-^- ^"^'^'" '"^ (QCOS^)«-7H-etC. > ^ 

et en réduisant ces deux séries en une seule , ce qui s exécute sans peine , 

Qosnù = (*^ ) 

f J(qcos^)« — 7f(«cos^)«-« H- '^" (<2Cos^)«-4 — r ■ (^ cos/)"' ^ -t- etc. > . 

Les séries ( 1 o) et ( 1 1) résolvent la question ; elles se terminent toujours , puis- 
que , conformément au développement (g) , il ne faut les continuer que jusqu'aux 
exposans négatifs des Ç\ mais comme on n a pas décomposé en facteurs simples 
le dénominateur des fractions génératrices , ces séries ne peuvent servir que 
pour n nombre entier positif. 

IL ChercHons présentement les séries pour n entier négatif. On aura, par 
le numéro Q09 , pour les fractions génératrices 

, — sin^. ,r- » , . cos^. r' " — .r- * 

du smus , , , du cosinus , -"t —• 

1 — izcos^. ar » + ./.-a ' ^ 1 — 2COSt. xr^ +^' 

Donc , les coëfficiens du dénominateur étant les mêmes que précédemment, on a 

yf., = sin (- 7?/^) = — sinAp« ->.«-', ^.|,=cos(-7i^) = cos^.p^-^ar* — p''**«' *• 

Or p«- ^«-* donne la même série que ci-dessus, et l'on a p*-*. «' ' en mettant 
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dans celle de p'.cy' S '^ — ^ ^^ ^^^ ^^ ''* ^^ 1*^^ ^^^ ^^ déreloppemens, 
et qu'ensuite on réduise en une les deux séries qu'on aura pour cos(— n/); on 
trouvera pour sin(— n/) la même série (5 ) que l'on a eu pour sin/i^, à cela 
près que chaque terme aura un signe contraire ; et pour cosQ^ ni) on trou- 
vera absolument la même série (6) qu'on a eu pour cosn^; elles se termi- 
neront de même l'une et l'autre y car les n y seront des nombres entiers positif. 
Gela s'accorde avec ce qu'on sait d'ailleurs , savoir que sin (— ni;) = — sinn^ , 
et cos(— 77^) = cosn^. • 

II L Si l'on veut des expressions finies qui servent pour toutes les valeurs de 
n I positives , négatives , fractionnaires , il faut décomposer le dénominateur 
1 — 2cos^.a; + ^^ en facteurs simples. Ce dénominateur égalé à zéro donne 
ime équation du second degré, dont la solution £iit voir que les Esicteurs sont 

cos^ H- \/ {{costy — 1 } — X cos^ — y/ {{coscy — 1 1 — a?| 
ou bien cos^-Hy/ — i.sin^ — x, cos^— y/ — i.sin^ — x. 

Je représente l'un par a — x^ et l'autre par b — x ; la fraction génératrice 

( 5 ) donne , en vertu du n.^ q 1 7 , 

sin/i^ = a"'*''.sin^.a(b — a)' "H-fe"*-". sin^b(a — 6)"* » 

ep en remettant à la place de a et de b leurs valeurs et réduisant , on trouve 

(co8^ + V^— i.sîn^)-« — (cos^ — v^— i.sin^V» , , 

sin/i^=^ ^.^ — ' ^-. ....(iq) 

— Q|/ — 1 ^ ^ 

La fraction ( 6 ) , en vertu du même numéro 917, donne 

cosn^= a-«-»(i— cos^a)(b— a)'" H- b-*-»(i — cos^.b)(a-*b)-« , 
ce qui , en subsituant pour a et b leurs valeurs , se réduit à 

cosnt = (CQ^^ + ^- i>sinO-« + (cos^- y/- usinQ'* ...fi3) 

On a cos^ -H y/- i.sin^ = ^^^^ _ ^^_^ ^^^^ t «^««î qu'il est aisé de le 

vérifier en multipliant par le dénominateur ; d'où il s'ensuit qu'on pourra 
donner aux formules ( lo) et ( i3 ) des exposans positif , et l'on aura ainsi 

sinnt = ^ .^^ {(co8^-h y/— Ksin^)« — (cos^ — ^/— i.sin/^>*} , .•.(14) 

cosnt = f j(cos^ _ y/— i.sin^)« + (cos^ + v^— i.sin^)*}. ... (i5\ 

Ce sont les formules connues, lesquelles sont vraies pour n quelconque, positif, 
négatif, et fractionnaire (^). 



(♦) tuLER a donné les séries (lo) et (n) dans le chapitre i4.t de VlntroducUon He., Mns les démontrer 
d'une manière générale ; il a remarqué euauite dana on mémoire qui tient d*étre puUié dans le tome IX 

220. 
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220* Lorsque le dénominateur d'une fraction génératrice a des fiicteurs iniagi- 
naires, comme ces fieicteurs vont toujours deux à deux , en prenant le produit de 
deux facteurs imaginaires correspondanS| on évite les expressions imaginaires, et 
la fraction génératrice se décompose en fractions partielles de la forme suivante 

-R -4- 5x 



1 — 2Cos^.a; -f- x^ 

Yoyezle chapitre i3/de X Introduction etc. d'EuLBR. Pour avoir sur-le-champ 
le coefficient de x^ dans le développement , je représente le dénominateur 
par cy — I Co? + ^x^ , et j*ai 

An = -Rp«.«-» -f- •Sç«-«,«-'. 

Or, en comparant avec Féquation (7) du numéro précédent, oii Ç*««*S 
p«- 1. flg- 1 désignent la même chose quici, à cause que les dénominateurs sont 



^ svant 



les mêmes dans les deux cas, Féquation (7) donne p**'.*- — ^-, , 

des nova Acta de Pëtersbourg , que cef séries ne sont vraies que pour les cas où n esc un nombre entier 
positif, pourvu qu'on ait soin de rejeter tous les termes où Texposant de 2cos/ devient négatif; que, pour 
avoir des expressions généralement vraies de sinn/ et cosn/y il faut à chacune de ces séries en joindre une 
autre où les exposant de acosr soient négatifs, et il a trouvé pour ces expressions 

(acos/)^« — — (icosr)»-j H 2. (acosr)"-f — ^ . — (aco8/)*7 -h etc. 

1 I. a 1, a. 3 

^ . «H-a , X n4-3.ii-4-4/ ^ . n-4-4. «4-5. n-f-6, • ^ 

— (acosO""-* -^-— («cos/)-'n— — ^-^ -2--?(acos/)-«-5 , J (acos/)-«-7 — etc. 

I 1 • a 1 • a» 3 

if f N H. 11-5. * H. /I-4» 1-5 * % * . 

l(acos^)j> — ff(aco8r)«-s H (acos^)"-4 — ^ (acosrjwo 4- etc. 

/4-(acosO-»» 4- «(acosi)-«->-f. '''"''*" ^ (acos»>«-44. "'' . '^r'|^"^^ (9co8 0r«-6,f,etc, 
\ 1. 8 1. a. 9 

n a démontré généralement que pour n entier positif ces expressions se terminent toujours , parce que les 
termes à exposans négatifs des premières séries sont tous détruits par les secondes. Dans les cas de n 
entier négatif, ce sont les premières séries qui détruisent les termes à exposans négatifs des secondes. Quand 
. n est fractionnaire , ces séries vont à Tinfini* 

Ces expressions (16) et (17) ne sont autre chose que les développemens suivant les puissances de acos^ 
des formules CM) ^' (^5) ci -dessus ; comme on peut le voir dans le mémoire cité d'£uLBRy et mieux 
encore dans un autre du professeur Fuss , inséré ^ua^ le même volume de l'Académie de Pétersbotti|g« 
Ainsi il ne faut pas s*étonner si elles s'étendent à toutes les valeurs de n* 

La manière dont nous avons résolu la question proposée nous paroft avoir Tavantage, 1,^ de démontrer 
généralement les séries (10) et (11) ; %l* de faire voir comment il faut les employer dans le cas de n négatif 
entier ; 3.^ de faire voir d'avance qu'elles ne sont plus vraies pour n fractionnaire , et d'indiquer la véritable 
cause de cette limitation ; 4* enfin , de démontrer facilement les formules finies vraies pour tous les cas* 

On en conclud encore que, puisque les séries pour sinit/ et cosn^, que donne EuLxa au chapitre VIII y 
n.^x33, de V Introduction, et Fvss, au {• la du mémoire cité, ne sont que le simple développement des 
formules (14) et(i5)i ces séijes sont aussi vraiei quel que soit n, 

Z 2 



» ••• 



(16) 



•(•7) 



t 



et, en mettant n -h i au heu de », p^.i»-" = — —^ ; doù Ion tire 

•ur-lechamp , pour le coefficient de o^ , 

^ j, 8in(n + 1 )^ o sînTi^ 

comme le trouve Euler dans le chapitre cité. 

S*il y a plusieurs facteurs imaginaires égaux , on aura une suite de fractions 
partielles de la forme R A- S 

( 1 — Q cos t.x + ^a ) * * 
or, au moyen de nos formules , on aura sur-le-champ pour le coefficient de x^ 

Rien n*est si aisé que de développer p". «- *, le polynôme étant oc — Cr -H yj:^ , 
car il suffit d'employer nos formules en fsdsant d. o^ = — C, et d. ff = — y; 
on a ainsi, par le n.^ 20 , 

p«.«-* = A«-*-*p«-».e H : — Z_^-A.açii.«,Ç2 4. etc. 

1. Q....(/}— 1) 1. 2 /} 

J'écris la série à rebours , je continue les développemens , et je mets en même 
temps au lieu de « , £", y leurs valeurs 1 , 2 cos^, 1 ; ensuite , pour avoir le 
développement de p*-^«-^, il suffira de changer dans la série trouvée n en 
n — 1. On aura ainsi j 



^ ^(qcos^V» — -^^ —T N -M^cosi;)»-* 

. 1. 2 n ^ ' !• 2. • . • (/* — «2 ). 1 

-i 7^ r i(QCOsO«"4 i 7— Vx -V(QC0Sf)*-6-+-etC. 

1.9 (n-4). 1.2 ^ ^ 1. Q. ...(w-b). 1.2 3. ^ 



•s^ 



-i f^ r— i (2COS0*** — - ^ ^ \ ^TT ^ (2COS^)«-5 

1. 2 (/l— 1) ^ ^ J. 2 («-3).l ^ 

^ ,^ — 2/ (2Cos^)*- 5 1 i f (2Cos^V-7 + etc. 

1.2 (/2— 5;.1.2^ ^ 1. 2....(/ï— 7j. 1.Q.3 ^ 



1 



•éries qu'on continuera jusqu'à ce que les exposans de 2COS^ deviennent négatifs. 
J'avertirai, en terminant ce paragraphe, dans lequel j'ai traité des séries 
récurrentes simples dont la théorie a été inventée pour résoudre plusieurs 
problèmes sur les probabilités , que les ouvrages de Moivrb et de Montmort 
sur les hasards offrent différens cas où le calcul des dérivations s'emploie avec 
avantage , soit en conservant les analyses de ces auteurs , soit en s'en écartant. 






. 



r 



, ■ I 

• 
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% II 



Des séries récurrentes doubles et triples, 
122 1. La série suivante 



Bx H 


h Cx* 4 


- Dec? 


^>H 


h Oxy-\ 


- Dx^y 




^ 

• 


- ly'xy 

- zyys 



etc. 
etc. 

etc. ( 1 ) 

etc. 
etc. 

a toujours été mise jusqu'ici sous cette forme triangulaire ; on peut aussi la 
mettre sous la forme suivante de rectangle 



^ -f- 


Bx H- Cx^ H- 


■ Dx^ -h 


etc. 


+ 5y +■ 


Oxy + D^xy -H 


■ Ex^y ^ 


- etc. 


-f. oy ^- 


D^^xy^ H- E^'xy^ -H 


. F'o^j^a H 


- etc. (q) 


+ iD'y-+- 


JS'",ry3^. F"a;2^3H- 


■ G"'a:3y3H 


- etc. 


+ etc. -h 


etc. -t- etc. H- 


• etc. H 


- etc., 


et toutes les fois que par 


la suite nous parlerons de termes de la première , 



de la seconde , etc. , lignes horizontales , de la première , de la seconde , 
etc. , lignes verticales, nous supposerons que Ton considère la série comme 
arrangée suivant la forme de rectangle* 

Si Ton veut se contenter d'écrire les coëfEciens , et les caractériser par des 
indices inférieurs (n.^ i3o), en les disposant sous forme de rectangle, on 
aura le tableau suivant , où , pour plus de clarté , nous avons laissé les indices 
zéro , quoique , pour abréger , nous les omettions ordinairement sans incon* 
vénient, ^ ^ ^ 

-^3,1 
^3,a 

^5,5 etc. ^mfi etc. (3) 

etc. 

etc. 



-/Iq^O 


-'^I^O 


-^HfO 


^OfX 


-^Ifl 


•^2^1 


^Of% 


^lf% 


-«â^a 


^ofi 


^Ifi . 


^a,3 


etc. 


etc. 


etc. 


-^Offl 


-^IfM 


-^8,11 


etc. 


etc. 


etc. 



etc. 


yîm^o 


etc. 


etc. 


-^mgi 


etc. 


etc. 


-<^»/a 


etc. 


etc. 


^mfi 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


-^Mfm 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 
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Comme ces séries (a) peuvent être continuées des c6tés des exposans da 
X et des exposans de ^ négatifs , de cette manière : 



etc. 



etc. 



etc. 



3.« 



région. ^^^ ^-^f^^'^^T'' ^..,^^lr* 
etc. A^i^i ar-^> - j4^t,^i x-^y-^ 



riffon. 



etc. j4^i, ar « A^x^x-^ 



etc. 



etc. etc. eta 

A,^fy^ Ai^^T^xy^ etô. 
A^^iy^ Ai^i xy-^ etc. 



A 

ffy 
etc. 



Bx 
Oxy 

etc. 



etc. 
etc. 



région. 
...(4) 



etc. etc. etc. etc. etc. etc. ; 

on distingue quatre régions. Nous nommerons première région celle des 

exposans de a; et de ^ positif, ou des indices metn positif; seconde région^ 

celle des exposans de x négatif et des exposans de^ positifs; troisième région, 

celle des exposans de x ex, y k là, fois négatifs; et quatrième région^ celle des 

exposans de x positi& et des exposans de y négatift. 

• 
222. Supposons quon ait constamment entre ces sortes de termes ou.de 

coëfBciens une équation de relation de cette forme 

O = ecAm^m -h CAm^i^M -4- yAm^-a^n H" CtC. 

■+- PAm^m-^i "4" y -'ï»— i^«—i •+• etc. + flCr^f-i ylii»-f^ii-^«^ l ....(3} 

H- y Am^n-^ -t-etC. + A(|W|,#>lM-f^. i^«-vr+afr^^j»-f,«-^> 

« I ?} ^\ y I y\ y 9 ^^c. , »r,ê étant des quantités quelconques constantes et don- 
nées : la série dans laquelle chaque terme dépend de ceux qui le précèdent de 
la manière exprimée par cette équation , sera une série récurrente double. 

Il est aisé , d'après cela , de se faire une idée de la nature des séries récur- 
rentes triples , quadruples , sans qu'il soit nécessaire de nous y arrêter. 

Nous nous proposons de trouver le terme général des séries récurrentes 
doubles I quel que soit Tordre de l'équation de relation tant par rapport à 
77» que par rapport à n. Nous supposerons d'abord que cù ne soit pas zéro , et 
que les séries soient renfermées dans la première région ; c'est-à-dire , que les 
termes de la série continuée dans les autres régions, soient tous nuls ou ne 
doivent pas entrer dans l'équation de relation , ce qui a lieu dans un grand 
nombre de problèmes : nous passerons ensuite' aux cas où les séries s'étendent 
dans les régions des exposans négatifs et à ceux où ce est zéro. Notre méthode 
consiste à former la fraction génératrice double , et à trouver l'expression d'un 

coëfEcient 
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coëfScient quelconque de son développement an moyen des dérivations. Si 
cette méthode n*est pas exempte de difficultés dans les derniers cas , elle réussit 
ordinairement dans les^ premiers , et à la facilité elle joint l'avantage d'être 
uniforme , quel que soit le nombre des termes de Téquation de relation. 

(I.) 

Phoblàmb. 

• I 

22?. Etant donnée l'équation de relation quelconque d une série récurrente 
double , renfermée dans la région des exposans ou indices positifs, et ec n'étant 
point zéro ; trouver lexpression du terme général de la série en « , £", C' » y i 
y' y, etc., coëfEciens de l'équation de relation. 



Pour mieux fixer les idées , commençons par un cas particulier* Supposons 
que l'équation de relation soit 



Je commence par chercher la fraction génératrice double de cette série , en 
me conduisant d'une manière semblable à celle qui a donné la fraction géné- 
ratrice des séries récurrentes simples. J'observe d'abord qu'on peut mettre 
Téquation donnée sous cette forme rectangulaire , 

^•^'""-'■^^^-'-^[ = 0, (7) 

en l'écrivant à rebours. Si Ion compare le premier membre de cette équation 
(7 ) ou (6) avec les formules des numéros 175| 176, 177 , ou bien encore si 

l'on promène l'échelle !\^\_ sur le tableau ( 3 ) du numéro a q 1 , on verra 

que le premier membre n'est autre chose que le développement de.p'".p'*.(a-^, 
c est- à-dire, le coefficient de af^y^ dans le développement du produit 

A + Bx -t- Cx^ + Dx^ H- etc. 
+ sy + Cxy + D^xy -+- etc. 

H- etc. 
A a a 
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Représentons le déyeloppement de ce produit par la série double 

a H- bx -f- ca:^ + da? + etc. 
H- Vy + dxy 4- ^x^ -t- etc. 

c'y» ^ d''xy» -+. etc. (8) 



et nous aurons Féquation suivante , 



d"W^ -+• etc. 
etc. 9 



9 -h- Ifx -¥ 


- cx^ H 


h- ^fo5 


H- etc. 


-f-^/H- 


- dxy H 


- d^xy 


+ etc. 


-f 


- c"j^2 ^ 


h d^'xy^ 


H- etc. 


. 


• 


F d!y^ 


-4- etc. 
-h etc. 


X ' 


-h Sx 








4-cyH 


h y V 





(9) 

Bx -t- Cx^ + i)x5 + etc. 



-h ^y -H Cxy -f- D'xy 4- etc. 

Cy 4- ly'xya -+- etc. 



Z)'y ^ etc. 
etc. 



Le second membre de cette équation représente par ses coëffîciens les termes 
successif» de la série récurrente : le premier membre sera la fraction généra- 
trice de cette série , après que nous aurons déterminé les coëfllciens du numé- 
rateur de manière que Féquation de relation ( 6 ) , dont le second membre 
est zéro | soit satis&ite. 

U résulte de là que la plupart des coëfEciens du numérateur doivent être 
zéro; voyons quels sont ceux qui restent et qui demeurent indéterminés. 

aa4. A cet effet, je multiplie Féquation (9) par son dénominateur; le second 
membre deviendra. 

4^A + (cùB ^ CA)x H- (i^C + CB)x^ 4- («D + ÇC)afi -f-etc. 

H^(«Zy''H.ff'C")jr3 H. etc. 

H- etc. , 
produit qu'il est feicile de continuer par dérivation. Or il est aisé de voir 
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que dans ce produit les coëfficiens de afiyX^ a:^, œ^^ etc. ne remplissent pas 
toute l'étendue de l'équation de relation ; qu'il en est de même de ceux de y , 
y^% y\ ^^c* } y^xïsàs que tous les autres coëfficiens remplissent l'équation de rela- 
tion , et qu'ils sont par conséquent zéro ^ en vertu de cette équation. D'où il 
résulte que ^ puisque le produit est égal au numérateur de la fraction généra- 
trice , il ne se conserve dans ce numérateur que deux lignes indéOnies , savoir la 
première ligne horizontale et la première oblique , l'une toute en x saïis y , 
l'autre toute en y sans x. Ainsi la fraction génératrice sera en général 

bx H- cx^ •+- dx^ -f- etc. 



Ify ^ dy^ + ayi ^-. etc. 

: • (10) 



et 



ex 

ey 4- y^ocy 



Il est aisé de voir que si le termcy ^M-iyn-i manquoit dans l'équation de rela- 
tion (6), c'est-à-dire, si y étoit zéro, le numérateur de la fraction généra- 
trice seroit formé en général des mêmes deux lignes , et la fraction seroit préci- 
sément la même que celle ( lo) que nous venons de trouver , au terme yV 
près qui disparolt dans ce cas. 

226. Les valeurs de a , b ^ c^ d^ etc. ^ V ^ d\ if'" , etc. doivent être données 
immédiatement par les conditions de la question , ou bien il faut que l'on 
connoisse deux lignes de termes de la série récuirente , qui servent à déterminer 
ces valeurs , comme les termes de la première ligne horizontale et ceux de la pre- 
mière verticale (n.® q q i ) ; car alors on aura Ëicilement û, A, Cyd^ etc. , V^ c",^'", eta 

En effet , Téquation ( 9 ) du n.* 333 donne a^=^cùA ; d'où l'on tire b=D.(ecyi)^ 

c=z^\{cùA),d=^\{eùA), etc.; A'=d'.(«^;, c"=p\(e^;, //'''=p'3.(^, 
etc. : en développant , et observant que ? et y sont des dernières dérivées 
par rapport à d , et f ' et y[ des dernières dérivées par rapport an', on a 

a = ecA 9 



b = ccB ^ÇA, V =:^B -t-C'^, 



c 



ctC^çB, c" =«c" -t-e'^s 



et généralement et généralement 



(ti) 



c'est aussi ce que donne le produit déMoppé du n.^ 224. 



r 
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On peut trouver à la fois et re3pèce et les valeurs des termes à conserver 
au numérateur , en p^)menant simplement sur le tableau (3) du n.^ sqi , 
après y avoir mis les valeurs données par les conditions de la question, 

Féchelle de relation /jL , séparée de Féquation de relation ( 7 }. Cest 

même dans cette vue que nous donnons à Téquation de relation la forme de 
rectangle ( 7 ) , et nous en userons ainsi à lavenir pour les autres équations 
dé relation. Chaque position de Féchelle sera un cas particulier de Téquation 
de relation , et les positions où Téquation de relation n'est point satis&ite 
donnent les valeurs des termes à conserver au numérateur. 

226. La fraction génératrice étant ainsi déterminée , rien n'est si facile que 
de calculer immédiatement un terme quelconque de son développement 
(n.^ 187). La fraction (10) donne, au moyen de nos formules, pour- le terme 
général de la série récurrente , 

Am,m = P* ?'"•(««•*) = ....(1Q) 

-f- etc. H- aiii_a,p^.p'*.«-» -h a„^.i, D. p'«. «-» H- tf«^p'«.c^* 
-H i'ç'». p'«-». or* -h c^p"». p'»"^ «-» -4- J^'p^-p'^-s.^^i -f- etc. 

H- û,-«p""-p'^.«-* H- a,i,.ip-.D'.«-» -H a^«p-.flr* , 

formule qui est toujours composée d'un nombre fini de termes, et qu'il est 
aisé de développer ultérieurement, sur tout si l'on en écrit les séries à rebours : 
on se souviendra , dans le développement , que Cet y' sont des dernières dérivées 
par rapport à n , et ff' et 7/ par rapport à d^ 

a^j. La formule que nous venons de trouver peut être mise sous une forme 
un peu différente , en ordonnant les développemens suivant y^, 5,.C, etc., 
-B', C, etc., c'est à- dire suivant les termes des lignes données de la série. 
Par là les résultats s'approchent davantage de ceux auxquels on parvient par 
d*autres méthodes. 

Ainsi , tout demeurant comme dans les numéros précédens, si Ion met au 
lieu de û, A, c, etc. ^, c", ^i'", etc. leurs valeurs données parles équations 
( 1 1 ) et qu'on ordonne comme nous venons de le dire , on aura pour le terme 
général 



■ m^m 
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B {«p»-».p'«.<«-» -t- ep^-^-p'».»-» } 

+ C {«p«-».p'«.«-» +- ep--3.p'ii.^-i J 

H- etc 

+ ^m^.«p'«.«-* 

-f- ^' |«p«.p'«-».et-» -4- e'p"»-p'*-^-«-M 

C"{«p» p'«-a.«-» -f- Cp^'-p'^-^.^-ij 
etc. ; 

^,fl-i{«P«.D'.«-» -H e'p~.«-*| 



228. Appliquons tout de suite cette solution à un exemple. 

Exemple L"' (*) 
Étant donnée Téquation de relation suivante , dans laquelle ^ = i -^ p^ 

— (f^Mf «—1 

avec les conditions, i.^ que-/^«^a= i tant que m est un nombre entier positif 
quelconque, et Am,o = o si /?* = o ; n*^ que -/^o;» = o lorsque n est zéro ou 
un entier positif quelconque ; 3.^ que la série soit renfermée dans la région des 
m et n positifs , c'est-à-dire, que Amfti = o toutes les fois que m ou n devient 
négatif : on demande Texpression du terme général de la série récurrente. 



1 



En comparant avec l'équation du n.® qq3 , on voit qu'ici y' = o , et que 
partant la fraction génératrice sera de cette forme , 

a -4- ^o? 4- cx^ -f- dx^ -+- ex^ H- etc. 

-+■ ^!y + c'Jy2 ^ j^ys + e'^4 + etc. 



« + ffx; + Çy 



(*) Voici une question des probabilités, dont cet exemple est la traduction analytique : « On suppose 
n qu'à chaque coup il puisse arriver deux événemeus dont les probabilités respectives sont/? et ^; et on 
» demande le sort d'un joueur qui parieroit d*amener , dans un nombre de coups indéterminé, le second 
» des deux événemens n fois avant que le premier fût arrivé m fois. » 

( Voyei le mémoire cité de Ligravgb , dont le recueil de Berlin pour 1776 » page 946. ) 

B b b 



go 
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OÙ il faut déterminer a^ b^ c^ dj etc. ^', c", d^"^ etc., au moyen des équa- 
tions (il) du n.o Q25, par les conditions i." et a.*** ci-dessus. Ces conditions 
donnent ^=0,^=1, C= 1 , /J = 1 , et généralement ^r, == 1 , et ^' = o , 
C" = o , £>'" = o , et généralement A^r = : on a de plus ec=i ^ ff= - 
C = — y= — (1 — p)* Les équations (11) donneront a = o , ^ = 
!_;;, d=: 1 — ;;, e z=\ — p^ etc. ar,=: i — ;? ; ^' = o , c" = 
= o , etc. a^r == o. Ainsi la fraction génératrice se réduit à 

œ H-.(i — p)^^ + (^ — p)x^ H- (1 — ;y)a?4 h- etc. 



C z 
d"^ 






^ — PV — 9^ 

La formule (14) du n.^ Q26 donnera donc pour le terme général demandé , 
en écrivant la série à rebours , 



Mtn 



(1 _ ;?)(p'«.^* 4- D.p'«.flr» + p^-p-flT* + p^.p'»-^* -t- etc. + p"^*-p'»-^0 

Le développement réduit de cette formule se trouve facilement; car , puisque 
C et C^ sont des dernières quantités , dont les dérivées sont zéro , on aura 
p'».«"* = ± oT*^^ f", où Ton prendra le signe -f- ou — , suivant que n sera 
pair ou impair. De là on déduira D.p'*.flr-* , p^.p''.ar* , etc. en prenant les 
dérivées divisées successive^ d de ±: flr*-*ff'« , cù seul variant de f : on aura 
ajyi ^i 



A 



«/H 



ee*-iÇi 



(« + i)«— «ffff'- ± "+'-" + '^ * 



(^-P) 



etc. 



1. 9 

71+ 1. W+2....(n+77ï— 2) 

1. Q (ot — a) 



ff^e'' 



*ff"^^ff'» 



n + i.n + Q (/ï + m — 1) ^ ^, 



1. Q 



En mettant présentement jt la place de « , ?, C' leurs valeurs 1 , — p^ — q^ 
on trouvé 



ri^-p) 






»+ 1. n + Q. « + 3 



etc. 



1. 2 
n + i.n + Q, 



1. 2. 3 
(n +m — 2) 



T-P 



1. 



/ï + !• '^ + 2 



(TO-a) 



(n + m ^ j) 



pM 



-t 



Q (m — 1) 



»• 
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formule qu'on peut réduire à celle - ci 

wH -!— p^ H 3: ^ »3^- etc. H -!- — ^ — r^P"^^ 

^ 1. a '^ 1. Q. 3 ^ 1. Q....(/ro— 1) ^ 

que Lagrakge trouve par des principes difFérens à là fin du n.^ 52 du mémoire 
cité dans la note précédente. Il suffît pour cela d effectuer la multiplication 
par 1 — p j puis de réduire les coëffîciens en /i. On parviendroit immédiate- 
ment à ce résultat en employant la formule du n^^Qs;. 

122g. On peut suivre les procédés des numéros a 23 et suivans et de 1a fin 
du numéro 223 pour des équations de relation plus compliquées; on peut, si 
Ton veut , les appliquer à Féquation 

8 ^«— a^ji— ï -t" ^w— i^»-t -T" 

çt Ion verra que , dans ce cas , il se conserve généralement quatre lignes au 
numérateur de la fraction génératrice , savoir les deux premières lignes hori- 
zontales et les deux premières verticales. 

. Il arrivé quelquefois que , d après Fétat de la question , Téquation de relation 
commence à avoir lieu avant qu'elle soit remplie dans toute son étendue; 
alors le nombre des lignes du numérateur peut être moindre. 

Si Téquation précédente manquoit des termes s^'^m-a, «.« , ^"^«-i ^ «.s « et 
^^Am * 3; n - 1 ; on trouveroit encore , de la même manière , qu en général il se' 
conserve les mêmes ligneslu numérateur que lorsque ces termes ne moquent 
point , c'est-à-dire les deux premières lignes horizontales et les deux premières 
verticales. 

a3o. Mais , sans nous arrêter à des cas particuliers , il sera &cile de tirer de 
ce qui précède les conclusions suivantes , générales pour une équation de 
relation quelconque, en supposant toujours que la série soit renfermée dans 
la première région et que » ne soit pas zéro. 

Une équation de relation double quelconque étant donnée , on fera toujours 
en sorte que les plus hauts indices de A soient metn^ car s'il y avoit les. 
indices ot -H i , ou w-f- q , on n*auroit qu'à mettre m — i , ou to — 2 , au 
lieu de m dans tous les termes de l'équation ; on en useroit de même à l'égard 



de n , s*il y avoit des indices /i + i , /i + q ; et comme Féquation auroit tou- 
jours lieu , cela n'ôteroit rien à sa généralité. 

Tous les termes de Téquation de relation ainsi préparée étant mis dans un 
seul membre , Tautre étant zéro ; il est clair qu'on pourra toujours regarder ce 
premier membre comme le développement de p". ç'". (ct-^), en prenant pour 
dernières dérivées de oc celles qui le sont dans Féquation de relation donnée ; 
c'est-à-dire qu'on peut toujours regarder ce premier membre comme le coeffi- 
cient de a;*Jy« dans le produit de A -f- Bx + Cx^ H- etc. 

-f- ffy -f- Cxy 4- etc. mulUpUé par le 
• -t- Cy^ + etc. 

+ etc. 
polyiiome double que. donne l'équation de relation si l'on y met au lieu de 
Am,nj Am^i,%^ -«m,n-ii -<^fli-a/«i Am^\ ^n-^x^ etc. les quantités 1, ^i^j x^^ 
xy , etc. respectivement, et généralement x^y* au lieu de Am^r,n^%* De là il 
s'ensuit que 

i.^', Comme ce polynôme est le dénominateur de la fraction génératrice, 
on formera toujours le dénominateur d'après l'équation de relation mise toute 
entière dans un seul membre, en substituant dans cette équation i , ^^ y% 

^^1 ^7> etc. à la place de-^«^,, Am^i^n^ Am,m-^ii Am^%,mj Am^ifn-'ij etc., 
respectivement. 

2.^ Si l'on représente par am,m le coefficient de x'y^ du produit ci-dessus, 
am,nOCi^y^ sera un terme quelconque du numérateur de la fraction génératrice : 
on aura donc pour le coefficient de ce terme' 

où , en donnant des valeurs particulières à tti et à /i , il faut faire aM,n égal à 
zéro , dans tous les cas où les conditions' de la question le permettent sans 
absurdité , afin de satisfaire à l'équation de relation , laquelle est ici représentée 
parp«.ç'«.(«^). 

3.^ La fraction génératrice étant ainsi déterminée , on aura, pour le terme 
général de la série récurrente la formule , 

OÙ , en développant le second membre , on ne conservera des dérivées de a 
que celles qui représentent les coëfficiens conservés du numérateur, les autres 
étant zéro ; et , en développant ensuite p*". p'^ or^ , on aura aoin de prendre 
pour dernières dérivées de ce celles qui le sont dans Téquatioii de relation. 

a3i. 
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23 1. La principale difficulté consiste donc à dëtenniner les coëfficiens du 
numérateur. Voici , je pense , ce que Ton peut , d*aprè8 ce qui précède , pre^ 
crire de plus simple et de plus général à cet égard. 

Soit Téquation de relation quelconque représentée par 

on aura pour l'expression d un coefficient quelconque du numérateur 

Au moyen de cette équation et des conditions de la question , et en donnant 
k m et k n des valeurs particulières , o{^ formera le commencement de la 
série récurrente , dont on disposera les termes sous forme de rectangle ; on 
n'étendra ce commencement de la série que dans la région des mein positifs , 
si , comme nous le supposons ici ^ cette série est toute renfermée dans cette 
région et si ec n'est point zéro. On verra ainsi , en formant les premiers 
termes de la série } ou , en promenant l'échelle de relation sur le tableau des 
termes de la série déjà formés , quels sont les lignes ou les termes où am,m no 
^ devient pas zéro, c est -à- dire où Féquation de relation n'est pas satisfaite } 
les valeurs de am,m pour ces termes seront les coëfficiens des termes à conserver 
au numérateur de la fraction génératrice. Il sera ordinairement facile , après 
avoir calculé quelques termes de la série i de voir dans quelles lignes se trou- 
vent les suites de ces coëfficiens : on se bornera donc à les calculer ou à en 
trouver l'expression générale , ce qui est toujours censé plus simple que de 
trouver le terme général de la série. 

Cela fait , on aura pour le terme général de la série 

comme ci -dessus, 3^ du numéro précédent. 

On verra par la suite que cette manière de procéder s'étend aux cas où x 

est zéro et où la série n'est pas bornée à la première région. Avant que de 

l'appliquer à des exemples qui l'éclairciront , il convient d'indiquer un moyen 

d'abréger les développemens dans beaucoup de rencontres. 

• 
a32. L'opération du développement de p*. p'". «r> conduit en général à un 

grand nombre de termes lorsque les dérivées de « sont nombreuses; mais 

la plupart de ces termes deviennent nuls quand oc n'a qu'un petit nombre 

de dérivées : voyons donc quelles sont les simplifications qu'on peut employer 

C c c 
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dans ces derniers cas. Prenons un exemple particulier , mais suffisant pour 
tracer la marche à suivre dans de pareilles rencontres. 
Supposons qu'on ait à trouver le coefficient de jf^y^ dans 

(« + ffJ5 + yx2 + ^xy -f- s'"^')"**. (1) 

Ce coefficient est représenté par p'^.p'"-»"* 9 et il est facile de voir que le déve- 
loppement de cette expression ne peut être composé que de termes de la forme 
i^nP. fff. y. y*, g'"' , abstraction faite descoëfficiens numériques. 

Pour déduire de or'^ un quelconque de ces termes par m dérivations divisées 
D et /i dérivations divisées d' ; je remarque , 1 ? que , pour aller de « à s'" , il 
&ut , sur le tableau disposé en forme triangulaire i faire un pas horizontal et 
trois pas obliques ; a.^ qne, pour aller de « à y', il faut faire un pas horizontal 
et un pas oblique ; 3.^ que, pour aller de « à y, il faut faire deux pas horizon- 
taux ; 4*^ enfin , que pour aller de « à ?, il ne faut qu'un pas horizontal. 

DonC| 1.^, pour déduire s"'^ de cr^ il £iut faire t dérivations divisées sur 
or^^ en donnant à « la seule dérivée?; faire sur Q^ qui en résulte, t dériva- 
tions divisées d', en ne faisant varier Q que de </ ; faire sur y'' que Ton obtient , 
t dérivations divisées d' , en ne faisant varier que y ; faire sur J^'' que Ion 
obtient , ù dérivations divisées d' , en faisant varier ^" setd : on aura de cette 
manière, pour le résultat de t dérivations p et Zt dérivations p' faites sur ^-^, 
la quantité rt «"*""*. s'"' ; ce quon peut exprimer ainsi : p^ p'^^.or* =db«"***.g'"% 
le premier membre devant être pris dans un sens restreint , défini par ce qui 
précède , car autrement il auroit une signification plus étendue. Le signe -f- 
ou le signe --* a lieu , suivant que t est pair ou impair. 

2.*^ Pour avoir y*, il faut, dans le résultat précédent , faire \f dérivations 
divisées d sur or*^^ , en faisant varier où seul , ce qui donne 
(— ^— 1)( — ^— q) (— ^— ^) 



' • ?'• s"'^ ; ensuite il fiiut faire , sur cette 
1. 2 s ' 

quantité , s dérivations divisées d' , . en ne Êdsant varier que Ç , et Ton aura 
_^ (-^-l)(-^,Q) {^t^s) ^^^^^ ^^ ^,„, _ ç, + ,^ p,3, + , ^, 

3.® Pour avoir y'', il fiiut dans le résultat précédent faire r dérivations divi- 
sées D sur oT"'-*""* , Où seul variant^ ce qui donne 



1. Q.... S. 1. a r ^ * ' 

il £iut ensuite faire sur Cr, r dérivations clivisées n, Cseul variant, et Ton a 



• 



/.y».^"* 
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4.® Enfin, pour ayoir fff , il faut faire sur eù"^^-*^-^^ dans le résultat précédent 
g dérivations divisées d , x seul variant , et Ion trouve 

1. 2. 3....J. 1. 2, 3....r. 1. 2. 3. ...y -7.7. 

= ç'"*-'+^+f.p'.2' "*■•.«"* = (a) 

!• 2. 3 Cq + r A- s + t) - , m 

1. 2. ô....q. 1. 2. 3.... r. 1. 2. 3.... J. 1. 2. 3....^ ' ' 

le signe 4- ou — ayant lieu suivant que ^ -+- r -t- «s 4- ^ est pair ou impair. 

On à donc p*-ç''.^^* = ç*+'H- «''+*. p'3* +'.«""* 1 avec la condition cepen-* 
dant que les lettres q ^ r^ s^ t doivent recevoir autant de valeurs différentes 
qu'il y en a en nombres entiers positifs ou zéro qui satisfont aux deux équations 

7W = yH-2rH-j + ^, 



(3) 

/ï = ^ -H 3a 

Or il y a quatre indéterminées et deux équations seulement , ce qui montre 
qu'il y a plusieurs manières d y satisfaire , qu'on déterminera toutes &cilement 
par les méthodes de l'Analyse indéterminée : quand elles le seront , on les 
mettra successivement dans la valeur précédente de ç'H-'H-^+*.p'3*-*-'.e^*, 
et la somme de toutes les quantités qui en résulteront sera la valeur de 
Ç*". p'". (»"■*. 

Si l'on a (« + ffoî -f- ^ocyY^ s on na qu'à £ûre dans ce qui précède r et ^ 
zéro, et l'on aura m=^+^^ et n=j. Dans ce cas, il y a autant 
d'équations que d'indéterminées , et ^ et ^ n'ont chacun qu'une valeur , savoir 
qr=im — net s =2 n. Donc le développement de p*". p'*. «""* se réduit au seul 
terme 

i.2.3...(m— «)• 1.2. 3,../ï • ' 1. 2... (/»— /i) 



le signe + ayant lieu pour n\ pair et lé signe -^ pour m impair. 

Il suit des formules ci-dessus que, si le polynôme ne renferme, outre «, que 
deux autres termes quelconques , ou , plus généralement , s'il n'est composé que 
de trois termes , on a autant d'inconnues que d'équations , c'est-à-dire deux , 
et que partant chacune des inconnues n'a qu'une seule valeur, ce qui fait que 
dans ce cas le coefficient de x^y^ dans le développement se réduit à un monôme. 



Iû6 DUCAIiCUX« 

On peut fiAcilément tirer du procédé et du résultat précédens une régie 
générale , pour trouver hors de rang le coefficient quelconque de oc^y^ dans 
le développement de la puissance — i d'un polynôme où manquent tant de 
tcttipies qu on voudra , quels que soient les intervalles des termes restans , et 
même le coefficient de af^y^ dans le développement d'une fonction quelconque 
dun pareil polynôme , par exemple , de (p(« H- ffx -t- yx^-\-^ory H- g'^xy^) ; 
mais ce n est pas ici le lieu de nous arrêter davantage à cet objet. 

On peut même arriver par des voies différentes au résultat ( q ) ci-dessus ; car 
on peut commencer par faire sur cT^ de ( i ) un nombre ^ + r + jH-^de 
dérivations divisées d , en ne faisant varier que ec seul ; puis faire sur fff + »'+'■+-* 
dans le résultat, r dérivations divisées n en ne faisant varier que Ç\ puis faire 
encore sur ff*-*-*-*'', j + t dérivations divisées d' ; ensuite faire sur y''H-* 
dans le résultat , ù dérivations divisées d' en ne £EÛsant varier quç y ; enfin 
mr ^"' du résultat, encore ù dérivations divisées d'. 

ExBMPIiB IL 

d33. Trouver le terme général de la table suivante , qui est le triangle arith- 
métique de Pascal , mis sous forme de rectangle , 



1 


1 


1 


1 


1 


1 


etc. 


o 


1 


9 


3 


4 


5 


etc. 


o 


o 


1 


3 


6 


lo 


etc. 


o 


o 


O 


1 


4 


lO 


etc. 


o 


o 


o 


o 


1 


5 


etc. 



etc. etc. etc. etc. etc. etc. etc. 
Dans cette table , toute renfermée dans la première région , la première ligne 
horitonîaie est toute formée d unités , la première ligne verticale Tétant toute 
de zéro , à l'exception du premier terme. La loi de formation consiste en ce que 
chaque terme est égal à la somme de celui qui le précède dans la même ligne hori- 
zontale et de celui qui est au-dessus de ce dernier dans la même ligne verticale. 

En désignant par Am,n le terme général demandé , la loi de formation de la 
table donne cette équation de relation 

^m,a ^«-1^11 + ^M-l^ii-l I OU O / ••••#(1} 



Comme la table ne s'étend pas hors de la première région , il &ut faire zéro 
les termes des trois autres régions , comme il suit : 

etc. 



BBS DliRZVATIOMS. 



>97 



etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


etc. 


1* 


1 


1 


1 


1 


1 


etc. 


o 


1 


s 


3 


4 


5 


etc. 


/O 


o 


1 


3 


6 


lO 


etc. 


o 


o 


o 


1 


4 


lO 


etc. 


o 


• 

o 


o 


o 


1 


5 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 

• 


etc. 


etc. 



etc. etc. 
etc. o * 

etc. o * 

etc. 6 

etc. o 

etc. o 

etc. o 

etc. etc. 

Si maintenant on met am^n pour premier membre de Téquation de relation 
(i), en sorte qu'on ait 

a» n = ^ 

^« — 1/11 "f" ^Mftl 9 

et si Ton donne à m et à n des valeurs particulières i en promenant le second 
membre de cette équation sur le tableau précédent , on voit que am,n est zéro 
pour toutes les valeurs de m et de n , excepté à Tendroit désigné par des ^ , 
et que ce cas unique répond àm=:oetn=:o; partant tous les termes du 
numérateur de la fraction génératrice sont nuls à l'exception du terme ^,o^= a , 
lequel devient = i , parce quon a, pour le. cas marqué par des ^, 



I "— •'*ji— 1/« — i 






^O/O 



I 



yfojo 



1. 



La fraction génératrice est par conséquent 

a 



7 



oc H- ff^ -4- y'^;y 1 — ^ — ^x 

On a donc pour le terme général demandé 

Am,m = p'^-p'^-Cû^*) = ûp'".p'«.ar» = p*.p'«.«-^ 
Or p*«p^'-«'~^ développé dans le cas présent se réduit ( n.<> précédent ) à ce 



seul terme . 

y leurs valeurs i , - 

/i-f- 1. » 



n) 



igb-«yii. et, en mettant pour ocj ff, 



1 , — 1 , on a 



Q. n 



m 



'"'" ~ 1. a. 3 (/» — /») ~ T. â; 3 H * 

Lagranob parvient à la même expression par des yoies dififérentes , numéros 



10 et 14 du mémoire cité. 



D dd 
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234. Si Ton suppose que les termes de la {dernière ligiie horizontale d une 
table pareille à celle du numéro précédent forment la progression 1,0,4,8, 
16, 32 , etc. ; que la première ligne irertîcale , an premier terme près , soit toute 
formée de zéro , et que Téquation de relation soit 

on trouvera pareillement que Téquation de relation a lieu dans toute la table , 
excepté à un seul endroit , à l'origine , où Ion aura ^i = i« Donc le numé- 
rateur n'aura de même qu'un seul terme , et la fraction génératrice sera 

a i 

OC H- Soc H- y'«^ 1 — ^x — 2xy * 

d'où l'on tire le terpie général 

to.(to — i){>ff — «)..;. (to — n + i) 

' 1. Q. 3 n 

comme le trouvent Laplacb , Mémoires présentés , tome Vil , pages 96 et sui- 
vantes, et d'après lui Gousm , n.® i 76 de K)n traité de. Calcul différentiel et 
intégrai. . 

m 

a35. Enfin ^ si l'on suppose que l'équation de relation soit' la même que 
n.^ 233 , mais que la première ligne horizontale et la première ligne verticale 
de la série soient des quantités quelconques données , la série étant toujours 
bornée à la première région : alors il est clair que a^b^c^d^ etc. , et ^' , c'' , 
1^"' , etc. ne sont pas nuls , et que la fraction génératrice est 

a H- ^05 + cx^ -t- dx^ -4- esA -j- etc. 

H- ^y + c'Iya -t- d"y + e'^4 + etc. . 

" ■ ' •• — ' ■ — ' — ' » 

1 — X — xy 

ce qui, par les numéros 226 et «32 , donne , à cause qu'ici « = 1 , ?= ^— 1 , 

ff' = o,y=— 1, 

TO(m— 1) ('ï+i) 

^•'* == ^ 1. 2 {m^n) ' 

, (m— 1 )(m— 2),..(/i + i) ,, m(m— 1) n 

1. 2.. . . . . (/7I— 1— /l) 1. 2... .(/»•—#»+ 1 ) 

(wi- 2)(ot — 3).... (n+ 1) yy m(m-*' 1).... (tz— 1) 

1. 2 (m — 2— /î) 1. 2.... ^^?II — /1+2) 

j (m — 3)(m — 4).... (y* + 'i ) ^, ,,^, 7»(to— 1) (« — 2) 

1. 2 (??»— 3 — /i) 1. 2.... (m — /i + 3) 

etc. -f- etc. 



i' 



\ I. 
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Si on veut ordonner par rapport aux termes même de la série qui 'sont supposés 
donnés , on aura, par la formule du n.^ 397 , et en mettant au lieu de 

— î <- 7 -—^ 1 expression — ^^ ^ ^ qui lui est 

1. Q (w— ») ^ 1. Q n ^ 

égale , 

^ (m — 1 )(m— Q)....(m— /i + 1) 

Ai 



^^,^ — ^0,0 ^ g (/ï-i) 

(m— q)(7» — 3) (m — w) ^ 7»(m— 1 ). . .(/ti— ti+.q) 

' 1. a (n — 1) ' 1. 2 (»— 1) 

(7n — 3)(m — 4)....(m— 1 — n) ^ to(/» — 1 )... (tw — /i+3) 

' 1. 3 (n— 1) ' 1, ^ a •...••.. (/ï — Q ) 

. (m— 4X/» — 5). ... (m— 2 — Ti) . m(m— 1) (771-/1+4) 

' 1. a.. (n— 1) ' !• Q.- ('*— 3) 

-f- etc. + etc. , 

formule qui s'accorde avec celle que trouve Laorangb n.^ 14 dû mémoire cité, 
pourvu qu'on change en -+- les — qui se sont glissés dans cette dernière. Cet 
accord peut se vérifier facilement , si Ton donne km et n des valeurs parti- 
culières. ' 

£ X s M P L B I I I. (*) 

1256. Étant proposée Féquation de relation 

avec les conditions que , la série étant renfermée dans la première région , 
j4m,o = i y m étant zéro ou un entier positif quelconque , et que Ao,n = o , 
tant que n est > o, c est- à -dire, tant que n est un entier positif; trouver 
1 expression du terme général j4m,n en p et i — p. 



Je fais , pour abréger , r — ^ = ^ , et j'écris ainsi l'équation de relation 



— pAm^i^n^i l _ ^ 



Les termes de la série étant zéro dans toutes les régions autres que la pre- 

( * ) Cet exemple est la traductioa analytique du problème suivant , qui est le premier de LAORAims. 
Voyez le numéro 49 du mémoire cité. 

ce Un joneur parie d'amener on événement donné n fois au moins en un nom1>re m de coups , la pro- 
t€ habilité de Tamener à chaque coup étant p , tt par conséquent celle de ne pas l'amener 1 — p = 9 > 

c< on demande le sort de ce joueur. 9 



aOO DU CALCUL 

mière , il est facile de voir , en calculant au moyen de l'équation de relation 
et des termes donnés les commencemens de quelques lignes horizontales et 
verticales de la série , et même sans les calculer , que Téquation de relation 
na pas lieu quand /i = o , m étant = o ou >► o, c'est-à-dire que 0^,0 n'est 
pas zéro quafid 77^=0 ou >* o ; mais que am^m = o pour toutes les autres 
valeurs d^ m et de n. On a donc 




d'où l'on tire ao,o = — ^-^-1,0 + -^0,0 = ^0,0 = 1 , et ai^o = a^^o = ^3,0 

a^o = = ^m,o = — y 4- 1 = ;?. 

La fraction géné|ptrice sera donc 

1 -4- po) -4- px^ -+- px^ -h px^ •+• etc. 



les valeurs de a 9^9 y étant 1 , — y, — p* 

Le terme général -^g,^« = ç^.p^C^a^O ^^^^ donc, puisqu'il ne faut con- 
server que les termes où les dérivées de a ne sont point zéro , 

p«.p«'.<t"* -t- ;?p'*-*.p''».a-* + ;?çw-*.ç'«.flr» + ;K;p"»-3.ç'«.flr-» -f- etc. 

J'arrête le développement au terme p».p'«.«"S parce que dans le cas actuel 
l'indice de d ne peut être moindre que celui de d'; car on a ici ( n.® 2 3q ) 
m de la forme / -f- ^ et n = 5 , / ne pouvant pas être négatif et sa plus petite 
valeur étant zéro. On a d'ailleurs^ par le même numéro q32 , 

iM n'a ^— l — 



P • P "• «- 



m 



-h — J 1 --a-"'-'ff'"-««y'* = —: r-0'^^"P 

1, Q (wi — w) ' 1. 2 (m — /i) ' ^ 

Substituant cette valeur dans l'expression précédente du terme général et écri- 
vant la série à rebours , on trouve 



■ Mfn 



n+ i. n + 2 n+ \. n + 7. n + 3 
p H- (/ïH- i)pq H j- '^Pl'' ^ Z Z 3~ ^^' "*" ^^^* 



1. 3 (to — n— 1) ^" 1. 2 (OT — /l) 

C'est l'expression demandée. On peut la mettre sous une forme un peu plus 
•impie ; car , en substituant 1 — ^ au lieu du p entre les parenthèses et rédui- 
sant les coëffîciens en /t et m , on aura 
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( n. /i+i n. /ï+i./i + Q- n. n+i... (m'^i) } 

pnU-hna-i -Î—^^H 5Î— ^'+etc.H -X — j^ K'9'^f, 

^ l ^ 1. a ^ 1. Q. 3 ^ 1. 9....{m^n) ^ )\ 

ce qui est Téxpression que trouve LAGRiJNGB au numéro 4 g du mémoire cité. 

237. Si dans l'exemple précédent on avoit pour première condition que 
Am,o =(1 — ^)*=^*'» ^^ étant un nombre entier positif quelconque ou 
zéro y le reste demeurant le même qu'au ntfméro précédent , on verroit aisément 
que Féquation de relation seroit toujours satisfaite , ebicepté pour les cas de 

am,9 = < j = — qAm^Vfù 1*- Ai 

Am - 1 / - 1 étant zéro , puisqu'il tombe hors de la première région. 

Pour ces cas même , ao^o = a = Ao^o = ^<> = 1 est le seul terme du numé- 
rateur qui ne soit pas zéro ; car on a 

ûi,o = — qAo,o + Ai^o = — qif^ + ^ = o , 

Û5a,a = — ^Ai^o -f- A%^o == — ^y -h y» = O , 

et généralement 

am,o = — qAm^x,o H- Am,o == — y^"^* -f- ^« = o ; 

de sorte que la fraction génératrice se réduit à 

1 1 



'»|0 > 



« -+- Çcc H- y^ 1 — p^ — ^^y ' 

ainsi le terme général se réduit au seul terme i.p^.p'^c^' ^ et Von a, sans 

aucun détour, 

j n+i.n + Q m 

C'est ce que trouve Laoraitgb ^ n.® 3o du mémoire cité. 

a38. Si Ton aroit l'équation de relation 

P 4 

f' + y 



P+9 

avec les conditions que Am,o == o , m étant = o ou ^ o , et que y4o,» = i , 
n étant positif quelconque ^ o ; la série étant renfermée dans la première 

£ e e 



l 

o 
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région (^) ; ce cas se résoudroit d une manière semblable à celle de l'exemple 
précédent. 

En effet , faisant pour plus de simplicité -~— = A et » ?^ = / , on 

mettroit Técpiation sous cette forme 

et , au moyen des conditions , on trouveroit que la fraction génératrice est 

Vy H- d^^ -H rf"y3 + é^yik 4- etc. _ j^ -t- j^^ -t- jK^ + J^^ -H etc. 

a -f- ff^ H- y'xy 1 — Ix — kxy 

Donc le terme général sera 

ç« p'«-».^» + ç*. p'*-*.<^* -H Ç*. p'*-^.flr* -t- etc. 

+ P* P'^-^* -^- P* p'-û^* + P'^-û^'* 

Donc, puisque Ç-.ç'-.«r» = ± ^. , (m-n),ui n «^'^-'V 

(n.® q3q) , on a, en mettant pour oc^ Çj y leurs valeurs i , — /, — A, et 
écrivant la série à rebours , ^ 



Im ^ mÎF^^k H h^k^ H 5 — l^kP 4- etc. 

1. 3 1. Q. 3 

m. /7i— i.y/i— Q (tw— n+c' 



. » . .. ^ rr*> — rt-j-'^f Im M\ 

1. Q. 3 (^—1) 

et, en mettant aussi à la place de A et de / leurs valeyrS| 

ip TO. m— 1»2 m.m— i.m— Qz?' 
' ^ 1. 2 Ç^ 1. 9, 3 ^3 
1. 2 C'^—i) ^""* 

ce qui coïncide avec l'expression trouvée par LAPiiACs , Mémoires présentés , 
eue. , tome Vil , pages i3o et i3i , en fisùsant attention que m et n sont ici ce 
que Laplacb désigne par a? — i et /f . 

(*) Le problème dei probabilitét <]ui conduit à cet exemple est le suivant: «Deux joueurs, dont les adresses 
a respectives sont dans la raison àt p à ^, jouent ensemble de manière <]ue sur un nombre m de^oups il 
« en manque n au premier joueur et conséquemnent m*- n au second, pour gagner; il s*agit de déterminer 
M la probabilité respective de ces deux joueurs. » G*est le problème XIV de Laplaci , Mim. prêteniés , 
tome VII , page 199 , rapporté par Govtiir, naméroe 686 et 687 de son iraUé ée caicul diffêtaukl et 
intégnU* 



k 
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âSg.- Ajoutons Tezemple suivant , traité par Làplacb dans son mémoire sur 
les suites (Acad. de Paris, pour 17791 pag. 287- 290), afin de fiûre Yoir 
que notre méthode conduit directement à la solution de ce cas. ' 

EXBMPX.B IV. 

Soit proposée Téquation de relation 

avec les conditions que , la série ne s'étendant que dans la première région , 
les termies j4o,o 9 ^1^1 9 etc. , j4m,o » etc. de la première ligne horizontale , et 
les termes ^o,t 9 ^0,2 9 etc. , yto^n 9 etc. de la première verticale soient des quan- 
tités données quelconques : on demande l'expression du terme général ^m^. 



Je mets m — letn — làla place de m et de n , et l'équation de relation 
prend cette forme 

"-" o ^»— 1 ^ a •+" Am^n 9 

équation qui coïncide avec celle du n.® qqS , si dans celle-ci on.&it os z= i et 
qu'on donne le signe — à Ct ?S 7/; et les conditions sont aussi les mêmes 
qu'aux numéros qq3 et suivans. On aura donc par la formule du n.^ 3<2 7 , en 
y écrivant les séries à rebours , 

Am,. — ....... (1) 

+ etc. H- ^,,o(p-».p^^' — ffp^-^.p^^^-O -t-^o,o(p-.p'«.flr» — ffp«^^p'«.«rO 

-H -^o.iip-.a'* -t- ^o^iCp-'.D'.^r» — C'p-.o-O + ^cn-aCp^.p^i»-* — ff'p^.DW») 

H-etc. -l-^o,i(p*.p'*-".»-» — ff'p«.p'-^<«-0— ^o,o.ff'p».p'*-'-«-*- 

Il est trop aisé d'avoir , au moyen de nos méthodes , les développemens réduits 
des quantités affectées de d et de t! , pour que nous les placions ici 1 il suffira 
quand on les aura trouvés, de mettre 1, — ffi -— ?', — y, à la place de »% 
C% & y y respectivement , les autres dérivées de x étant zéro. 

Si dans la formule à laquelle parvient Laplacb , page ago, on exécute les 
substitutions et les développemens indiqués , et qu'on ordonne suivant Am^o > 
'^is-i;0 9 etc., Ao^ni ^0,11.19 etc. 9 on aura la formule suivante , remarquable par 
la loi qui y règne , 
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Am,»=^ ....... (aX 

n. /i^i.7?-Q, . _^.»^, ^ -. n. n-i.... 72-3 



^- 7 o V (V + gg')'g'-'ff-t- ; •; -^ (y+eg'K^-^ 

etc 



• • 



«(y4-Eg')g'«-g— -f-(»»— i)'î^^— î-(y-hfig')«g'»-»g— « 
A { ^' ^ 

'^'' '"-' "• "- *• "■' (y-HCg')5g'-3g-5 -4- etc. 



1. 2 1. Q. 3 

-1^0,11- 1. m ( y H- G?' ) e*-» 



Ai,,5{^(y+egoe^'g^^4-Q>^:^ 



etc. 

771. 77Ï— 1 



\ »« (y -H œ' ) g—' g'-« -+-(/»— a) ' (y + ef )» g-« g'-s 

Ao,i\ ^ ' 1. a '' ' 

71 — Q. 71 — 3 772«77t — 1.77» — Q, , «o-iv« --. »io/ i . 

• -z — (y + op')3e*-5e'M + etc. 



n — i»7t'*-2 ffi^Tn^i 



igi'C^»+(7>-^i)77>(y-t-g^)e"-'g^'-'+ " :2i:2::i(y^ego^cm.acfii-. 

71-1.7,-9. ;,_3;n. 77»- 1.77ï-a^^^g^,j3g^.3ç,^3^^^^ 



1. a. 3 1. a. 3 

Il est aisé de s'assurer que le développement réduit de notre formule ( i ) 
A accorde avec la précédente ( a ) , les parties des termes étant seulement 
ordonnées dune manière différente dans celle-ci. On peut donner une 
démonstration générale et rigoureuse de l'accord des deux formiiles en démon- 
trant d'abord la vérité du développement suivant , remarquable par l'élégance 
de sa loi , savoir : les seules dérivées de ce étant g, g' et y, on a 
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g".p'«.flr' = ±: «-»—' ^ . m.m-i ». »-i ^^,^,^,^, ,v, _^ ^,^ ^ ..-(3) 



en continuant )a série jusqu'à ce qu'on arrive à des coëlEciens qui deviennent 

zéro. Or la démonstration de ce développement se déduit assez facilement (^) 

de celui de p"-p'*««"* qu'on trouve par nos méthodes, et qui est (n.^ i5o) 

ç«p'«.«-t=^ ....:. (4) 

^ m+ 1 . m + 7.... Cm+n) ^^^^^^^^,^_m m+i.m + Q... (//>H:«-i) ^_,g,..^,,.. , 
i. Q n "^1 i. Q (/i— i) ^ 

d= = — — \ , oc^^ + ' e-^^Ç'-^Wa ;:Tr etc. 

I. 2 1. Q (^-^) 

2/|0. Nous n Apporterons pas un plus grand nombre d'exemples; les précé- 
. dens, quoiqu'ils soient très-simples et que Féquation de relation n'y soit com- 
posée que de peu de termes , suffisent pour faire entendre la méthode et 
pour montrer qu'elle est générale, quel que soit le nombre des termes de 
l'équation de relation , pourvu que la série ne s'étende que dans la première 
région et que où ne soit point zéro. Mais si (t est zéro , ou même, en général, 
si la série s'étend dans d'autres régions que dans la première, alors cette 
méthode , quoiqu'elle ne soit pas en défaut , à proprement parler , a besoin 
cependant qu'on lui donnç plus d'extension , et présente des difficultés qui 
ne se rencontrent pas dans les cas déjà traités. 

(*) £n effet y en développant par le n.® 3 les premiers membres et par le n.® S7 ou 99 les seconds membres 
des équations 

= — ^ *• 9 n =n — ^ p = -^ 1, etc., 

i.a.../i i.s««*/i 1.S.../I' i«9**.«A i.ai»a«««n i»a-i.a«..n 

Di étant .:= 1 , et les dérivées divisées suivantes de i étant xéro , on trouve sans peine 

jn-l-i. m-+-«. . . (m-+-«) m.m-I H.ii-i . m.m-i.m-a n.if-'i.n-a 

1. a I» !• « I. a . 1. a; 5 i, a. 3 * 

m m-|-i. m-f-«. ..(m-f-w-i) , m. m»i n.n'i m m«..m-9 /i...if-a jn...m-3 n...ii-3 , 

1 1. « C»-!) 1. 9 I. 9 1. a. 3 1. ?. 3 ^* i.a,3.4 i.a.3.4 

m-i.m m-+-i.m-|-9..fm-f-n-9) m.m-i 7z.it«i . - m.m-i.m-9 n.7i-i.ra-a - m..,m-3 n.„H-3 
^ — — — " • , ' = ■■• I -f- 5» ■ ^ ■' M) • -4- 6. — , ■» ■ «i- etc. f 

» a i. 9 («-9) 1. a 1. 9 1. a. 3 i. 9. 3 ^ i. a. 3,4 1.2.3.4 

etc Substituant ces séries dans le développement (4), il devient 

^ «-«-«- 1 ç-nÇ»» + m. ».«*"■-'- >?'>?'> ± — ^ — Z-..— : — Z-f(.«-n-iÇ«if yi db etc. 

1. a 1* 9 

1 • a la si 

i* a 1. n 

zp etc. 
Cette formule, réduite par colonnes verticales, donne la formule (3) ci-dessm. 

F f f 
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(IL) 

« 

24 1. Si la série s*étend dans les régions à expQsans négatifs de x ou de^, 
alors , pour former la fraction génératrice d après l'équation de relation et 
les conditions de la question ^ après avoir fait en sorte que les plus hauts 
indices de A dans cette équation soient m et /i , on formera le dénominateur 
comme i.^» n.^ 2Z0. .Ce dénominateur naura donc de cette manière que 
des exposans positifs de ;2: et de ^. ^ 

Puisque le numérateur est en général égal au produit de la série multipliée 

par le dénominateur , il est clair qu en général il s'étend aussi dans les régions 

des exposans négatifs de x et de ^ : il est donc nécessaire d examiner quels 

sont les termes où ^«,« , dans ^ r ^ , 

am,n — L -^ J » 

ne devient pas zéro , en donnant à m et à n des valeurs particulières , non- 
seulement positives f mais encore négiitives; [A] indique, comme ci -dessus 
n.^ 93i , Féquation de relation dont on a fait passer tous les termes dans un 
seul membre. 

A cet effet il faut , au moyen de Téquation de relation et des conditions 
de 1â question , calculer quelques-uns des premiers termes de la série , non- 
seulement dans la première région ,. comme n.^ q3 1 , mais encore dans les autres 
régions : on verra ainsi quels sont les lignes ou les lieux où Um^n ne devient 
pas zéro , c'est-à-dire , où Féquation de relation n'est point satisfaite ; avec ces 
valeurs de am.n on formera le numérateur de la fraction génératrice. 

S142. Gela ne suf&t pas dans ces cas : il est de plus nécessaire de savoir par 
quel terme du dénominateur il faut coinmencer le développement de la frac- 
tion génératrice, c'est-à-dire, si le dénominateur est par exemple Cr -h f^ 
^ yx,^ ^ yKxy^ il est nécessaire de savoir si c'est C ou f' , ou un autre coeffi- 
cient qu'il faut faire entrer dans l'origine des dérivations : on se décide ordi- 
nairement en examinant quelles sont les régions dans lesquelles s'étend la 
série récurrente, les limites de la série dans ces régions, la. direction de ces 
limites , et ensuite les formes du numérateur et du dénominateur. 

Quand ec n'est point zéro et que la série est renfermée dans la première 
région , c est-à-dire , dans les cas traités précédemment, il faut toujours com- 
mencer le développement par u : mais il n'en, est pas de même dans le cas 
où, sans que et soit zéro, la série s'étend hors de la première région, ainsi 
que nous le ferons voir par la suite. 



« 
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245. Voici à présent un théorème au moyen duquel on peut trouver lex- 

pression du terme général , en commençant le développement par un terme 

quelconque du dénominateur , ou bien , pour nous exprinier à notre manière , 

en faisant entrer dans l'origine des dérivations un coefficient quelconque du 

dénominateur. 

TnioRÈMB. 

Étant proposée la fraction 

a -f- bx -t- cx^ -t- da^ -+- etc. a T « + C^ H- yx -4- Ja;5 -f- etc. ^ - * 
-f- iy + ^^ocy -H- d^x'^y -f- etc. / 1 "H ^y "H- ^^xy -f- }lx'^y -+- etc. 

-|. c'Jy^ -f- W^xy^ -4- etc. > X \ + v'Iy ^ -<" ^^^y^ "+" ®^c* ^ » 

^"y "f-etc. 1 \ -t-^'y -[-etc. 

-t- etc. J V -h etc. 

et le coefficient de x^y^ dans son développement étant représenté par Am,n ; ce 
coefficient , en prenant pour origine des dérivations non aer^ , mais en général 
aurfi"^ ) ctr^s étant le coefficient de xy dans le dénominateur , sera donné par 
la formule suivante : j 

A 

a{p"-+*^p'«-»-'.«r,*-* — p^+^^p'^+a*. («.«^^r«)H- p«H-3r.p^iH-5/.(^2.^^^ -3) _ etc. } 

+ ^ { p»» -+- r-1 .pfi. -+- '.cùr, s"' - P*" •+■ «'-'.p'* "^ ^.(«.«r,,-^) H" p*+?'-'.p'«+3'.(«2^r,,-3) - etC. } 

etc. . . • » 

c' { p^+'-'-p'-H-'-^-ar,*-* - p«+^-^p'•+*'-^(e».«v *)+P"'-+-^'-'.p'«+3'-».(a2.e»or3) - etc.} 

etc. . . . , 

c" { p'»-»-^p'»-^^^e»r,r* - p^H-'^p'^+^'-^Ca-ar,,-^) + p"^2^p'«+^-^(«^.«r,,-3; -etc.] 
£3?"|etc. } -t-etc • , 

où Ton a en général. pour un terme quelconque qui entre dans la composition 

de cette formule : 

rp«-+-r-f.p'iH-*-f.^^^,-i — p«+a''-/'.p'«+«'-^f.(«.e»r,i-^) ) 



^m^n 



^Pi^^^ p'»H-3r-f.p'«H-3/-y.(^2.^^^,-3) _ pm + 4r-p,pf«-+-V-f.(^3^,^,H)4- etc. 

^ et ^ pouvant être positifs ou négatifs ensemble ou séparément. On rejettera les 
termes et les parties de termes où le^ indices de n ou de d' deviennent négatifs , 
ce qui fait que la formule est toujours composée dun nombre fini de termes. 
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Pour le développement réduit de cette formule, il faut observer ce qui suit: 
Supposons que ccr^ soit £«3,3 = ^" ; en écrivant les coëfficiens du dénominateur 
suivant Tordre qu'ils occupent dans le polynôme, mais en les disposant en 
rectangle ) on mènera les deux lignes de démarcation comme on les voit ici : 

i B i fl etc. 

fi' ^' ly' ff etc. 



» 


e 


y 


c 


y'. 


y 


y" 


• S" 


s" 


i" 


a'" 


f" 


«"- 


i"- 


r 


r 


fT 


r 


etc. 


etc. 


etc 



C' 


ir" 


tf" 


i" 


etc. 


Jlf 


tf" 


/" 


«'" 


etc. 


«'" 


■ r 


Je"- 


A"- 


etc. 


«^ 


tT 


>r 


m'' 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



De la position de ces lignes on tire les conséquences suivantes : 

1^ Toutes les lettres renfermées dans l'angle ont des dérivées indéfiniment 
tant par rapport à d que par rapport à d'. 

2.^ Les lettres des deux premières lignes horizontales ont des dérivées indé- 
finiment selon D., mais celles de là seconde de ces lignes, à commencer par 
i y nont pas de dérivées selon d'. 

3.° Les lettres des trois premières verticales ont des dérivées indéfiniment 
selon d' ; mais celles de la dernière de ces lignes , à commencer par i^ , n ont 
point de dérivées selon i>. 

Si c est par ctr,ê en général que commence le développement , la ligne hori- 
zontale de démarcation sera placée après s lignes horizontales, et la ligne 
verticale, après r lignes verticales de coëfficiens du dénominateur. 

On regardera au reste u, et ^"^ ou ot et cui»% comme des premières quantités. 



s44- Nous alFons indiquer l'analyse qui conduit & ce théorème et qui lui 
sert de démonstration. 

Supposons qu'il faille développer la fraction proposée en prenant pour ori- 
gine des dérivations aoc3,r^ ^ c'est-à-dire «J'~* .: je divise le numérateur et le 
dénominateur par x^y qui multiplie J' , je iàis ar^y^ = js ( on feroit ary-' 
= js , si l'origine des dérivations étoit accr,t^^ ) » et j'ordonne siiivant les dimen- 
sions de a? , ^ et js ; la fraction proposée prendra cette forme , 



s i>iaivAT 



I o 2i s. 



ao9 






az 



s'y 



eeZ 



f'xy 






bxz 

Vyz 



i»xy 



Çx% 
Çyz 









CX'^Z 

dxyz 
d^yz 









yx'z 
'/ayz 









da?z 
o 

dyiz 



ffxh 

tf'^xy^ 

ia?z 
o 

r>5« 



etc. 
etc. 

• • 

etc. 

etc. 

etc. 
etc. 
etc. 

o 

o 
eta 
etc. 



fBs 



etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 
etc. 

etc. 

o 

o 

etc. 
etc. 



iS ou D*^.^2 



De cette manière chaque polynôme double a été transfoimé en polynôme 
triple incomplet , car z tl-j est qu'à la première puissance ; et chaque poly- 
nôme a été séparé en deux triangles ^ dont le second n'a que la première ligne 
horizontale et les deux premières obliques ; le nombre de ces lignes est déter- 
miné par les indices de »%,\ i par lequel on commence le développement : 
ainsi , si on commençoit par ecr^t y il y auroit $ lignes horizontales et r obliqufes. 
Les deux triangles de chaque polynôme sont tels que , le premier étant placé 
dans lespace vide du second , les coëfEciens vont de suite sans interruption. 
On remarque quen prenant J' pour premier terme du dénominateur et 

G«6 
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o^'-i pour origine des dérivations, il faudra regarder les coëf&ciens oc^ Çj 
C'j etc. du second triangle , indiqué par b^ , comme les dérivées par rapport 
à z des coëfEciens du premier triangle , indiqué par a ; de sorte qu'en dési- 
gnant par d'' la dérivation relative k z^ on aura d''.J' = e», d.d''.^. = d\«' 
= e, d'.d'J' = n'.g" = e', P^.d''.(^' = d'.^' = y f et ainsi de suite. 

Représentons par (a) la fraction précédente entière et les parties triangu- 
laires qui la composent par les lettres que nous avons mises à la suite de ces 
parties , et nous aurons 

(^> = 7:ç^z = (* + »^X^ + i>^ ^.-)- = 



(8( + fB^)(a-« -h D''.a-».z 4- y'^^.a-Kz^ + ç''3.(i-i.z5 ^ p''4.(r«.z4 h- etc.), 
ou , en effectuant la multiplication par 9( -{- sgz , et écrivant le produit partiel 
par JBz le premier » . 

(a) = K.crKz H- ^.n^orKz^ H- ».p*'a.(i-.i.js55 ^ ».p''3,a-ï.i;4 4- etc. 

+ «.tt-> H- SI.D'.a-^.z + «.p''^a--».2a + 8I.p''3.^i.^3 4- Cç''4.a-».24 + etc. 

De là on tirera aisément le coëf&cient de x'y dans le développement de (a). 
En effcsjt , puisque z est ici = xr^y^ , les termes affectés de o;^'*, x* -+■ ^j^« "+■ ' -z , 
ic«H-4^« + aj52 ^ x^+^^^+^^gS ^ etc. ,.a:;"*-+-Vy«-*-FzP, etc. seront tous des mêmes 
dimensions x'y\ On voit donc , qu en substituant dans la dernière équation , 
au lieu de 93 , 9t et a , leurs valeurs en séries ordonnées suivant x et j^ ; pour 
avoir le coefficient de x'y^ dans (a), il£iudra prendre le coefficient de x** "+■ « y» + » 
dans 93.<r^j2 , ensuite celui de x*+4^«4-a dans a5.ç''.a-».z» , et ainsi de suite, 
puis le coefficient dex"[y« dansSf.ar^i le coefficient deaî«-+-«j^«-+- * dans8l.p''.a-».2î, 
et ainsi de suite; de sorte quon aura, n.<> 187, en ordonnant par rapport à 
a, i, c, rf, etc. b\ c', dï', e\ etc. c", rf", etc. et désignant par Am,n le coef- 
ficient de x^y'^ dans (a) , 

i(p'"+ «.p'»+ '.<J'-» -h p'»+5.p'»+ «.d''.<Î'-« H- p^+s p'"+5.p''2.J'-i 4_ etc.) ■ 

c(p-.p'-+'.J'-' H-p"-*-».p'"+*.D".J-«-|-p«»+4.p'«+5.p''a.Jf-. ^etc.) H-etc. 
i'(p«»+«.p'».^'-> -h p'"+4.p'»+i.D".,î'-« ■+- p"+^.p'"+».p''=».J'-i -Hetc.) 

«/(p^ + i.p'».^'-' -t- p" + 5.p'" + ».D''.J'-»H-p*+5. p'«+a.p''3.^'-i ^_ etc.) 

rf' (p".p'«. J'-» -+- p'+'.p'" + ».d''.^-» -f- p"'+4.p'»+«.p''a.Jf'-i 4. etc.) 
-h etc. -4- c"( etc. ) H- etc. 



m.n 
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A présent y si on reporte les yeux sur le ^dénominateur de la fraction pro- 
posée , on verra que toutes les dérivées des lettres simples du premier triangle 
a, où d'' auroît un indice supérieur à lunité, sont nulles , car il n'entre dans 
le second triangle bz d'autre puissance de z que la{>remière. Ainsi ^''^.J' = o, 
p2.D'.p''3.J' =: o, ç''2.g's=3 o, etc. De là a s'ensuit que, ce étant la dérivée d' 
de ^ y comme on Ta vu ci-dessus , il est évident qu'on a 

etc. 
Substituant ces valeurs dans la formule précédente , on a pour le coefficient 
cherché de x'y^ , j 

a(p«-+-«.ç'«-hi,J'-i _ Ç'«-l-4.p'«-+-«.(^.J'-a;-+^ Ç«+6.p'ii4-5.(4^3.J'r-5) _ etc.) 
*(P"^'-p'"'*"'-<^'"' — p'«-+-3,p'ii4-a.(^.J'-^)^ P«4-5.g'«4-3.(^2.J'-3) _ etc.) 

etc 

^Yp«»-+-a.p'«,(î'-i — p« + 4.p^«H-i.(^J'-a) ^_ p«4-6.p'«-f-a.(e»2.J'-3) _ etc.) 

c'Cp-H-i.p'-.a"-* — p"+3.çU+».(«.J'-») •f-p*'-+-^.p'--+*M«^.*''^) —etc.) 
-f- etc. H- etc. 

On voit en outre par la forme du second triangle iz que ij sj i^ fj^ etc. 
n'ont pas de dérivées selon d' et que y', i'\ «"', ^'^iir^» etc. n'en ont point selon 
D ; ce qui fait voir la nécessité des lignes de démarcation dont nous avons 
parlé dans le numéro 1243. 

La même analyse s'étendant en général au cas où l'on prendroit («r,!^^^'' pour 
premier terme du dénominateur , on en conclud aisément le théorème précé- 
dent, qu'il s'agissoit de démontrer. 

Ce théorème est dû A Français , Professeur de Mathématiques à Golmar; 
je lui avois communiqué mes méthodes de dérivation et l'application que j en 
fsiisois aux séries récurrentes doubles , ce qui lui a fourni l'occasion de trouver 
ce théorème et de faire des observations sur les cas oh les séries récurrentes 
doubles s'étendent dans différentes régions. 

245. Des applications à des exemples vont éclaircir les régies que nous 
venons de donner. 
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Soit proposée Féquation de relation 

dans laquelle o^ est zéro ^ qu'on ait pour condition que les termes A ^ Bf^ C\ 
iy"j ettc. de la première ligne verticale de la série soient données ou arbitraires , 
ceux de la même ligne étendue dans la quatrième région étant zéro , et qu'on 
suppose zéro tous les termes de la série dans les seconde et troisième régions : 
on demande^ l'expression du terme général Am^m de cette série. 



En disposant les termes donnés par la question , comme on les voit ici; 



o 


o 


• 


. o 


Aq^ 




o 


Aq^X 




o 


Aoft 


- 


etc. 


etc. , 





on Terra fiicilement , en promenant sur ce tableau de la série le second membre 

j „. . { y Awt-ifm^i -h^Ç Am^M^i ) , g.. 

de léquation tf«^ = ^ > , quon pourra £Eure am,n = o 

pour toutes les valeurs particulières de m et /i, excepté aux endroits qui répon dent 
& tfo,i9 ^0^19 ^0|39 etc. Ao;«9 etc.) pour le^uels on a généralement 



i^OfM 



\ y A^j M^i H- C AofM^x \ 



ainsi ao^o étant = o , les seuls coëfficiens qui restent au numérateur seront 
V = C'^0,0 , c" = ÇAo,i jd"'=z &Ao,2^ é^z=i C'Aofif etc. ao,n =;= &Ao,m^i , etc. , 
et la fraction génératrice sera 
by -+■ cV^ -K d'y^ -K e^y^ + etc. + ao,M^\y* -h ao,^^'^ -f- etc. 



Puisque la série ne s'étend pas dans les régions des exposans négatifs de x^ 
on voit qu'aucun terme n'y sauroit être affecté dexr^^ ar^^ etc. , et que dans 

le 



le développement de cette £raction on ne peut prendre ni Cr ni *^xy pour 
premier terme du dénominateur , mais qu'il faut prendre Çy ; ainsi l'origine 
des dérivations sera ^'-*i , et Ton aura par la formule du n.® Q43 , en y faisant 
r=o et s=z 1 , et mettant au lieu de a^ Vy^\ d"\ etc. leurs valeurs précédentes ^ 

^m,m = (1) 

C'-^colp-.p'^C'-* — p«.p'«+«.(«.C'-») -4- p«.p'«+M«^-C'"^) — etc.} 

e'^b,i{p*.p'-».e'-' — p*-p'Mflf-^"*) H- p*.p'-*-'.(«»-e'-^) — etcîj • 

etc r 

r-^o,«|p"'.e'-* — p-.n' («.r-«) -H p«.p'^.(«^.e'-5) — etc.| 

C'^o,i.+ i{p"'.p'-».e-"— p*.(£».C'-*) 4- p-.n'.C^^.e'-') — etc.} 
etc • 

e'^o,«4.«{p-.p'-*.C'-» — p-^'-*+».(«.C'-*)-Hetc. ± p*.(a*.e'-^Oî- 

Puisque r = o et ^ == 1 , les lignes d'origine ou de démarcation prennent ici 

la position suivante (n.^ 243)9 en disposant en rectangle les coëfEciens du 

dénominateur , « _ 

' a b o 



000 

Ainsi ni » ni ^' n'ont de dérivées selon d' , car y est zéro. Donc tous les 
termes de la formule précédente ( 1 ) affectés de d' avec des indices positife 
sont nuls » et , tous ceux à indices négatif devant être rejetés ^ la formule se 
réduit à ' v - . 

d^c^p^.r-» — ^0,1.4- ip*-(«-ff'-») 4- ^o^.+tp^.Ca^.e'-^) — etc. 

ip ^o,«4— iP*-(«*"*-ff'"") ± ^o,.4-P"-(«"-ff'-*"')|- 

Donc, à cause de ^ = o, !>.» = Çj et p^*^ 9 P^*^» etc. == o , on trouve , en 
exécutant les dérivations sur oc , qu'on fera zéro ensuite j * 

^«,, = e'{^o,.p-.e'-' — -^o,«+iffp"^*-ff'-* -*- A'+a^'^P"^^-^"^ 

— • etc. — L- ^O/A -4- «• o o 5 • 

Or on a ici p«_tçf_t_, _ 

A+i;A+a....(m~i)>n . __^ m.m-i...(m-^+i) ^,__. 
1^ 9 [m—k) ' 1. a. A *^ ' 

le signe + ou — . ayant lieu suivant que m •» A est pair ou impair. 

H h h 



Donc on a enfin 



m^n 



(3) 



9W 9ft# _ m 

C'-^lJofny'" + Ao,n + i>my''^^S -4- y^o,«-3. -^^ y«-Sfa 

1 • Q 



-h etc. -f- Ao,n^m^i-my^Q^^ H- -/^o,ii4-m.ff«| , 

le signe supérieur ou inférieur ayant lieu suivant que m est pair ou impain 
Ce résultat s accorde avec celui que Ion peut déduire d'une solution différente 
du même exemple , donnée par Lapulcb dans les mémoires de Paris , année 
*779» n.^XVII, page 267. 

Si Ion fait n négatif dans la formule ( i) ci-dessus , on trouve ^ en rejetant 
les termes et celles de leurs parties où les indices de d sopt négatifs et ceux de 
d' négatifs ou positifs ]> o , que cette formule se réduit à la suivante : 

-^«/-« = (4) 

laquelle, à cause que ev = o et que sa seule dérivée d est £", devient 

±:e' { ^o,o.ff''p"^".ff'-"-* - -^o,i.e» + »p'"-''-'.ff '-''-^-f->ïo,a.e''+ «p"-«-^e'-"-3 _ etc. I . 
D'où il suit que -^m^-n n est zéro qu'autant que m est <^ n. Ainsi la série 
récurrente s'étend , sous forme de triangle , dans la quatrième région. 

Exemple VI. 

246. Étant donné le commencement de la table suivante, où chaque terme 
est formé de la somme de celui qui le précède dans la même ligne horizontale 
et de celui qui le suit d'un rang dans la ligne horizontale immédiatement 
supérieure , avec la condition que chacun des termes de la première ligne 
horizontale soit égal à ru:tiité : on demande le terme général de cette table : 



1 


1 


1 


1 


1 


etc.. 


1' 


3 


3 


4 


5 


etc. 


a 


5 


9 


H 


ao 


etc. 


5 


H 


38 


48 


75 


etc. 


14 


4a 


90 


i65 


Q75 


etc. 


etc. 


etc. 


etc: 


etc. 


etc. 


etc. 



L'équation de relation est Am,n = A^^i^n H- -i^« 4-1,11-1 ; j'y mets m — 1 au 
lieu de m , et elle devient 
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2l5 




ainsi ev est zéro , ff=i,ff'= — i,y== — i, les autres dérivées de u étant 
zéro. 

Je continue la table proposée dans les autres régions au moyen de l'équation 
de relation , et j'ai ee tableau 







etc. 














etc. 
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• • 






• 


• • 


. 


• 


• 


• 


• 




ete. . 


. • 






• 


• 


• 


• 


• 


• 





etc. 




• * 


a " 




• 


. 


• 


• 

• 


o 












• * 






• 




1* 


1 


1 


1 


l 




été. 


• • 

• • 


o 


,• 


-1* 
— 1 


O 

o 


1 

2 


9 

5' 


S 

9 


4 


5 

QO 


etc. 


ete. 
o 


o o 

o —1 


— 1 
-3 


-5 


— Q 

• 

-5 


O 

o 


• 

5 
ï4 


ï4 

4« 


s8 

QO 


48 
i65 


75 


etc. 


o 


-1 -4 
ete. 


-9 


etc. 


-14 


o 


48 


i3a 
etc. 


297 


57a 
etc. 


1001 





où les termes marqués par des points demeurent indéterminés, parce que rien 
de ce qui est donné ne peut conduire à les déterminer ; ils sont donc arbitraires. 
Faisons les égaux chacun à zéro. On pourroit leur donner d'autres valeurs , 
sans que la partie de la série comprise dans la première région en fut altérée. 
Je vois facilement que dans la supposition que nous venons de faire , l'équa* 
tion de relation a lieu dans toute l'étendue de la série, excepté aux deux 
endroits après les termes desquels nous avons mis des^; ces endroits répondent 
aux termes ^i^o et a.1,1 du numérateur, dont les valeurs sont 

tous les autres coëfi&eiens du numérateur sont donc zéro. Ainsi le numérateur 
se réduit à x—x-^^y^ et la fraction génératrice est 

X — ^xr^y bx + ^-1,1. x->^ 

■ ■ •^^-^— — — ^— — — — ^— — • « 

OJ — a;2 — ^ Cx + yx^ + 5^ 

Ici le développement doit commencer par ff , de sorte que l'origine sera aff-% 



1.0 
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et, en fiufiant, dans le théorème du n.^ 143 , r = 1 et j = o , on aura, en 
observant qu'ici l'indice p de a^^^ devient aussi négatif, 

^{p«p\e-» — p* "*■'•?'••(«.?-«) •+• Ç-*-«.p'"-(«'.ff-') — etc. I 

+ fl.i,i{p" + ^.Ç'«-'.e-« — D«+5p'«-i.(^ç-t) ^ p"«+4.p'«-i.(«a.f-3) _etC.|. 

Les lignes d'origine ou de démarcation prennent dans ce cas la position 
suivante , en mettant les coëfficiens du dénominateur sous la forme de rectangle , 



e 

Ainsi u n'a point de dérivée selon d, donc lé signe d n'affecte point a\ et 
puisque, par la nature du dénominateur, ec n'a d'autre dérivée selon d' que C' , 
on donnera facilement au développement précédent la forme suivante, en 
mettant pour b et a.1^1 leurs valeurs 1 et — 1 , 

p«.p'«.e-» — e'p-'+^p'»-*.^-* + e'2p«+8.p'»-^e-^ — etc. 
— p'""<-^p'''-Sff-* "+- e'p«■^-5.p'•-^e-« '— C'^p«+4.p'«-3.ff-3 ^ etc. 

Mais , Ç n'ayant d'autre dérivée que y , tous les termes dans lesquels l'indice 
de d' n est pas nul ne donneront rien : il n'y aura donc dans la première ligne 
de cette formule qu'un seul terme à conserver et un seul dans la seconde ; 
et Ton aura ainsi 

Am,H = ±: ff'«p«-^«.e-«-* ± f^-'p^+' + ^ff-, 
ou , en développant encore , 



MmH 



drff"-'. "(» + ^><" + °>- '••:(''» + ^> f-,».-^, y«+ .+ ,, 
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Mettant pour ff, f , y leurs valeurs 1 , — 1 , — 1 , on aura 

"'* T. 777 (/»-H/î) n 2 (/»-f-/»-Hi) 

= 2^ ^^^ ^ — 7-^^ ^ (''»+»)> ou bien 

1. 4 (OT-f-/ï-Hl) ^ 



-^»/« — V''*+ 1; : 5 r 9 



1. s. 3 /s 

ce 
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ce qui est en effet l'expression du terme général , comme û est aisé de le 
vérifier en donnant à m et à n des valeurs particulières. 

E X B M p X. B y I L (^) 

247* Étant donnée Féquation de relation 

-^ii,« = P^m-^ifH^u -+- ( 1 -^p^^w^i^n + l 9 (l) 

avec les conditions que Am,o ^= i j m étant un entier positif quelconque | et 
que^o/a==o, n étant un entier quelconque positif ou négatif, excepté lorsque 
?} = o , auquel cas ^0,0 = 1 » que de plus on suppose ^m,m = o pour toutes 
les valeurs négatives de m : £ûsant 1 — p =: éfj pour plus de simplicité , on 
demande le terme général. , 

Je mets d'abord /i — 1 au lieu de n dans l'équation de relation , et je l'écris ainsi 

0=< o '+'Am,m^i; •••••(«) 

on a mis un o dans le second membre pour conserver aux termes leurs places 
dans la disposition en rectangle. Au moyen des conditions données et de 
lequation ( q ) , je calcule le commencement de la série et je trouve 



etc. 






etc. 


etc. 




etc. 


• 
















^ 


9^ 


etc. 


etc. ^ 











9' 


9' 


ç^+5q^p 


etc. 











9^ 


9' 


ç'+aq^ 


4f'+9Ç^p 


etc. 


0* 


0* 


9* 


^* 


9+9'P* 


9+9^P* 


9 '\'9*p + ay';»^* 


etc. 





1* 


1* 


1* 


ï* 


1* 


1* 


1* 


0* 


0* 


p* 


>• 


p+P^* 


P+P'9* 


p+p'ç+ipig»* 


etc. 


etc.^ 








P' 


P^ 


p'+ap^ç 


p'+2pSç 


etc. 














P" 


P" 


P^+3p^ 


etc. 













• 





P^ 


P^ 


etc. 


etc. 






etc. 


etc. 




etc. 



{*) On est conduit à cet exemple par le problème V de Laowlakom, .nnméros 58 et fuivans du mémoire 
cité f savoir : « La probabilité d*amener nn événement donné à chaque coup étant f , un joueur parie qn*ea 
« m coups au moins il amènera cet événement vu nombre de fois qui lurpaasera de it le nombre des fois 
« qu'il ne Ttunènera pas. » 

I i i 



I 

\ 
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Si Ton examine sur ce tableau les lignes et les lieux où Téquation de relation 
n*est pas satisfaite , c est- à-dire où am^m n est pas zéro dans 

on trouvera que cela a lieu pour les seuls termes désignés par des ^ , et qui 
répondent aux valeurs de Ao^i i Ai,i 9 ^s,i > ^z,i 9 etc. am,i 9 etc. indéfiniment ; 
ainsi le numérateur de la fraction génératrice se réduit à une seule ligne , et 
la fraction elle-même sera 

ty + c'xy -+- d^x^^ + e^x^y -+- f^x^ + etc. 



— qx -k- y — pxy^ 

Pour avoir Teicpression du terme général Am^n 9 il est aisé de voir que la 
série ne s*étendant pas dans les régions des exposahs négatifs de x , mais bien 
dans celle des exposans négatifs de ^^ et A^^^ étant = 1 , il faut commencer le 
développement de la fraction précédente par le terme y du dénominateur , et 
prendre tiÇ"^ pour origine des dérivations; les lignes de démarcation seront 
donc, à cause de r = o et de ^ = 1 , 

Où Ç o 



ff' o o 

o r o 

où l'on voit que ce et C n*ont point de dérivées selon vl. On aura donc par le 
théorème du n.^ 243, en mettant ce hors du signe d', puisqu'il n'a point de 
dérivée selon d' , 

*'{p"p'"-^"' — P"(«p'-+-*-ff'-") -+- p".(«»p'«+*.e'-5) — etc.} 
c'{p"-'.p'».e'-» — ç— •.(«p'»+'.ff'-«) 4. p— >.(«»p'«+».ff'-3) — etc.} 

'^'{p'^'-p''-ff'"' — p"-*-(«p'*+'.ff'-») -+- p— ».(«»p'«+«.ff'-5) — etc;} 

c'{p'»-5.ç'«.ff'-i _ p»-3.(«p'. + i.ff'-«) -)- p»^.(«ap'"+a.ff'-3) _ etc.} 
/'{p'»-4.p'".e'-i _ p"-4.(«p'»+i.ff'-«) -4- p»-4;(«»p'« + «.f'-3) _ etc.} 

etc. 



Si Ton développe cette formule par rapport à m , elle devient) eu disant après 
le développement « = o, ff = — ^, et 7, J, «, etc. = o , 
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^«/« = (0 

A'{p«.p'-.e'-» -H yç*-».p'« + ».r-» 4- ^>p»-».p'«^-*.C-5 4. etc.} 

-H c/{g'»-«.p'«.ff'-» H- ^p'»-2.p'ii4-i.g:'-a -f- ^3pw-3.p'« 4-2.^-3 -t- etc.} 

. + ^'{p«-«.p'-.ff'-* + 7P»^.p'-+».ff'-a H- yapiiM.p'« + 2.e'-3 ^^ etc.} 

+ e'{p'»-5p\f'-i 4-. ^p«M.p'« + ^ff'-« -H ^2p»-5.p'in-2.g»'-3 + etc.} 

-H etc. -h etc. 

Actuellement , puisqu'en vertu de Tëquation de relation la seule quantité qui 
dérive de C est J'', les autres étant zéro, j observe que, pour arriver de ff 
à J'', il faut nécessairement faire une dérivation d et une dérivation d'. De 
là on conclud que tous les termes de la formule précédente dans lesquels les 
indices de d et de d' qui affectent G' ne sont pas égaux entre eux, ne peuvent 
donner que des quantités affectées de facteurs nuls, et quils disparoltront par 
conséquent. U ne faut donc conserver que les termes où ces indices sont égaux. 
Mais il est visible que dans chaque ligné*de la formule il ne peut y avoir qu un 
seul de ces termes , et que s'il y en n- un dans la première , il ne peut y en avoir 
aucun dans aucune ligne paire ; que s'il y en a un dans la seconde ligne , il 
ne peut y en avoir aucun dans aucune ligne impaire. Le premier cas arrive 
quand m -^ n est pair , et le second quand m -t- n est impair. 

Supposons d abord le premier cas , et que le terme de la première ligne dans 
lequel les indices de d et de d' sont égaux soit ^'p^^-p'*"*"'. ff'*^* ; il est clair 
que le terme pareil dans la troisième ligne sera ^^^p^^-^'.p'^H-^i.Ç'-', que 
celui de la cinquième ligne sera y^apw-^-a.p'a-h^a.çM^-i ^ et ainsi de suite. 
Or on a généralement 

p.p .^ — — I. 2. 3 k ^ ^ y 

donc D«-^ d'«+^ f '-^^ - (^+0(^+^> (m^i)m 

^onc p .p -*-.^ — ^ ^ 3 ^^^_^j p 

Mais on doit avoir m — l=zn^t^ donc /=7(to— n), et(77i— /)==^(m+/i); 



m + /Z ni'^n 



donq p . p' . C 






n 
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On a donc pour le terme général , m + /s étant pair , 
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1. 9 C t"^) 

=4^-' ^-« (m-9)(m-3)....(;»-24:-») 

^ ^ 1. a. 3 (=4^-0 ^'^ 

»±- ^-•(»«-4)('»-5)...(m-2^-.) 

^ 1. 9 (=4^-a) 

etc. . . V 1 / 

Quand m + n est impair , on trouvera de la môme manière 
. . -^ — ; (»»-iX"»-a) {m-^l±pl) 

1. 9. 3 (•*+;'- ') 

''^ '^ * 1. 9. 3 (2i^_.i) •••(^) 



w-f-iw ^^ m— «— I ^ ,_^ tx/ r\ / m*4-ii — I 

-h if-P * .y 



_, ..-pi-a (m-.5X"»-6>..(/»-=2^-9) 



1. 9. 3 p+^-. _ X 

etc. V a -«^ 

a48. n reste à trouver les valeurs de ^, c*., 4^', e'»/'t etc. Les premiers termes 
delà série, calculés au commencement du numéro précédent, donnent bien, 
au moyen de l'équation de relation ,^' = c'=i, J'se'zsi— . Qpç ^ 
/^ = g' = 1 — apq — ap^q^ , A' = i' = 1 — Q^y — ap^^^ — iP^9^i 
mais on ne peut pas conclure de là la valeur générale de am,i : nous allons 
donner un moyen pour y parvenir. Puisque Am^o = i , la formule ( i ) donne 

j4i^o = 1 = c'.C-», 

etc. et généralement 

zf: etc. — «Mi-a,i.D.D'.ff'-» -f- aaw^i.e'-» , 
-^MH-i/o^ i=±c'.ff"p«.p'« e'---» rpe'.ff-^ip«-i.p'«-^e'-«±:g'.C^«p«^ 

etc. — aai»-i^i.D.D'.ff'-a H- aa«4.,^|.ff'-», 

les 
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les signes supérieurs étant pour m pair, les inférieurs pour m impair. On 
conclud d'abord du système de ces équations que Ion a ^' = c^, d} s é ^ 
f^ ^= ^ et généralement aa«^i= ^^«+1,1, parce que ces quantités sont déter- 
minées de la même manière par les équations ; on peut donc n en prendre 
que celles de rang impair ou celles de rang pair , et réduire à la moitié le 
nombre des équations précédentes. Cela posé, si on prend les expressions 
réduites, ou si on les dédmt de la formule (q) ci- dessus , on aura 

m 

/^ ^ 1.2^^ 1. Q. i^^ 1.9.3.4^^ * 

etc. , et en général 

— etc. — a' ■ — \ r-p'»-»^/'*-" — V — -p«^«. 

Ces équations sont à termes récurrens avec un terme constant. Quoiqu'il 
ne soit pas toujours aisé de tirer de ces sortes d'équations la valeur du terme 
général indépendante des termes précédens , cette recherche est cependant 
toujours censée plus simple que celle du terme général de la série récurrente 
double , parce que des équations de la forme des précédentes n'appartiennent 
qu'à une série récurrente simple. 

Voici comment on peut parvenir à avoir l'expression générale de a^fX dans 
ce cas et autres semblables : on éliminera successivement , dans le système des 
équations précédentes, les quantités b\ à\fy etc. , et quand on sera parvenu 
ainsi à la valeur de A' ou de la quantité suivante a,o,i , on verra déjà la loi que 
suivent les coëfficiens des puissances de pq , et l'on en conclura généralement 

a. 3. 6. 7. 8 , . a. m. TO + 1. m + 2. . Aim— a) 

-_L_ 1,5^5 __ etc. 5 ; i -Upmqm^ 

1. a. J. 4. 5' ' j. a. 3. 4 m '^ ' 

K k k 
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Le problème est donc entièrement résolu , au moyen de cette expression 
et des formules ( 2 ) et ( 3 ). 
- Lagrangb, à l'endroit cité, a donné trois solutions de cet exemple. 

249. Nous allons donner un exemple du cas dont nous ayons parlé à la fin 
du numéro 1242 , dans lequel , sans que ec soit zéro, la série s'étend dans une 
autre région que la première et où il faut commencer le développement par 
un terme du dénominateur autre que ec» 

EXBMPLE VIII. (*) 

Soit l'équation de relation 

avec les conditions que ^m,o = i , m étant zéro ou négatif quelconque , que 
yim,o = o , 771 étant positif, et que -<^-i,-i = o. 



Je mets l'équation de relation sous cette forme 

et je ferai am,n zéro par tout où cela ne sera pas contraire aux conditions 
précédentes ; au moyen de cette équation et des conditions je formerai le 
commencement de la série suivant: 





o 


o 


o 





0* 




• 

1 ' 


1 


1 


1 


1 


etc. 














7 


6 


5 


4 


3 




36 


q8 


Ql 


i5 


lu 


etc. 














i65 


IQO 

etc. 


84 


56 
etc. 


35 



1* 

6 

QO 



O^ 
1 

3 

10 
etc. 



o 
o 

1 

4 



o 
o 
o 
1 
etc. 



o 
o 
o 
o 



etc. 



etc. 



En examinant cette série , j'aperçois sans peine que am^n est zéro par tout , 
excepté au seul endroit dont les termes ont été distingués par des ^^ et où am n 

(*) Voici une question qui conduit à cet exemple : <c Une unie renferme un nombre indéfini de biUeu 
« blancs et de billets noirs ; quelqu'un les tire un à un successivement , sous les conditions que quand il tire 
« nn billet blanc on lui donne un franc , et qu'il en perde un quand il tire un billet noir : à chaque tirage 
« on ajoute dautTurne un billet noir» mais on rejette le bîUot tiré» blanc ou noir. On demanda xle combien 
« de manières il peut 10 faire que le gain soit de m francs quand lé nombre des billets noirs de Turne 
m t*fltt accru de n. 9 % 
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est <7]^o ; car on a pour ce cas 

1 -^O/O "7" -'^l/O J 



Le numérateur de la fraction génératrice n'aura donc qu'un seul terme i et la 
fraction elle-même sera 



— 05 X 



Maintenant, si Ton commençoit le développement par le terme — i du 
dénominateur, on auroit une série où tous les exposans de x et de^ seroient 
positifs ; donc , puisque la série récurrente s'étend dans la seconde région où 
les exposans de x sont négatifs et ceux de^ positif, et qu'elle ne s'étend pas 
dans les régions où les exposans de y sont négatifs , il faut commencer le 
développement par le terme x , c'est-à-dire par i^x du dénominateur. Donc, 
puisqu'ici r = i et 5 = o, les lignes de démarcation (n.<^ 243) seront 



et 
o 



ff 00 

o J' o , 

ce qui fait voir que et n'a point de dérivée d ; il n'a point non plus de dérivée 
d' , car Ç =.o\ donc on pourra mettre et hors des signes d et d' dans la formule 
du n.^ Q43 : en lui donnant sa valeur — - 1 , et observant qu'il ne reste au 
numérateur que le seul coefficient ^ = 1 , cette formule donne 
^„^„ = ç«.p'«^-i-t-p«-M.ç'«.e-*+p'»+a.p'« e-3 +etc. 4-ç».p\e-«+'»-*-4-etc. 

Or , puisque la seule dérivée de Ç est l\ et que pour passer de Cà ^ il faut 
une dérivation d et une dérivation d', il s'ensuit que dans cette formule tous 
les termes où d et d' n'ont pas des indices égaux seront affectés de facteurs 
nuls; il ne se conserve donc que le seul terme p^.p'^C-* "+■*"*, et l'on aura 
(n.^33Q), pour le terme général demandé , 
^„ ,. _ ç,.çr,. e-»+.-. ^(■»+m-i)(-«+m-o)...(--o«^+m) ç^.^. j,.. 

donc, puisque Ç = 1 , et J' = — 1 , partant J'« = ± 1 , on a 

^ T. ôi 3 n 1. Q {ri'-m) 



tUftl 



âSo. Nous ajouterions un plus grand nombre d'exemples , s'il n'étoit temps 
de finir l'exposition d'une méthode que nous n'offrons que comme un essai 
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susceptible de perfection. Notre objet a été de £ûre voir que le calcul des 
dérivations s'applique avec facilité à la recherche des termes généraux des 
séries récurrentes doubles : si la méthode que nous venons de donner n'est pas 
toujours exempte de difficultés , ces difficultés ne tiennent pas aux dérivations ^ 
et la méthode même nous parolt digne d'attention , parce que nous la croyons 
nouvelle à plusieurs égards , et fondée sur des principes simples et directs. 

Si nous pouvions nous étendre davantage sur ce sujet ^ nous examinerions 

les cas où les termes de la série , donnés par les conditions de la question , 

forment des lignes droites ou brisées qui traversent l'intérieur des régions ; cette 

matière , où l'on peut quelquefois employer l'élimination d'une manière analogue 

\ à celle du n.^ 248 , demande plus d'espace que nous ne pouvons lui en donner. 

Arrêtons- nous un instant aux séries récurrentes triples. 

("I.) 

aS 1 . La méthode que nous venons de donner pour les séries doubles s'étend 
d'une manière uniforme aux séries récurrentes triples : il n'y a guère de diffi- 
cultés nouvelles que celles de la complication et de la longueur des calculs. 
Nous nous bornerons en conséquence à traiter le cas des séries triples qui 
répond au ca^ particulier du n.^ 2 23 pour les séries doubles. 

Soit proposée l'équation de relation triple 

O = Opyf «^«^r "4- hyim^i,n,r ^- y -«jw-i^ii-i^r 

je l'écrirai comme il suit , en supposant que le rectangle ( i ) soit posé sur le 
rectangle ( 2 ) , afin de donner au second membre de cette équation la forme 
de parallélipipède rectangle 

y ^m-ifU-^lft + b ^iR/M-i/f 



....(1) 



OmfmfT* 



+ <r''^«-,,«.ir.i + y 






....(a) 



y jlm^fM^r^i -f- b 

Je supposerai aussi que les termes de la série récurrente triple soient disposés 
sous la forme de parallélipipède rectangle , la base de ce parallélipipède étant le 
tableau (3) du n.^ 221 , après qu'on y aura mis l'indice inférieur ^o à la suite de 

chaque 
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chaque terme; que sur cette base repose une tranche où les indices infé-. 
rieurs qui répondent k met kn soient les mêmes que ceux de la base, chacun 
des indices qui répondent à n étant suivi de Imdice ^i qui est la valeur de 
r dans cette tranche ; que sur celle-ci repose une autre tranche où les valeurs 
de m et de n demeurent encore les mêmes , celle de r étant = a dans toute 
la tranche , et ainsi de suite en montant. 

Il est visible que si la série est continuée dans tous les sens , il y a huit 
régions différentes , séparées les unes des autres par trois plans , qui se coupent 
à angles droits ; nommons première région celle dans laquelle les indices m, 
n , r ( ou les exposans dex^y^ z) sont tous positifs ou zéro ; et supposons que 9 
dans le cas proposé , la série soit renfermée dans cette région. 

Détachons à présent de l'équation donnée Téchelle de relation 

(0 (a) 

y + e' + r + y 

où Ton suppose la tranche ( 1 ) posée sur la tranche ( q ) , et promenons cette 
échelle dans l'espace du parallélipipède de la série , en la faisant mouvoir 
dans tous les sens , mais toujours parallèlement à elle - même : à chaque 
position , les termes de l'échelle appliqués contre ceux de la série donne- ' 
ront un cas particulier de l'équation de relation ; et avec un peu d'attention , 
on voit que cette équation peut toujours être satisfaite, c'est-à-dire que 
amfn,r peut toujours être zéro, excepté aux endroits qui répondent à am,mfOj 
à ceux qui répondent à am,o,r et à ceux qui répondent à ao,m,rj endroits qui sont 
compris, savoir les premiers dans le plan des oc et y , les seconds dans le plan 
des œ et Zy et les troisièmes dans le plan des y et z. On a donc par là les 
termes qui se conservent au numérateur de la fraction génératrice triple , et 
cette fraction sera de la forme 
a-i-bx -^cx^ +^/x5 H- etc. 
^by^c^xjr-^d'xy -Hetc.-hA''zH-c''a:z-t-^/''à;2^ '+-etc.'+'C^yZ'+-d^'y^z^etc. 
-H c'y 2 -h d'^xy^ -4- etc. -+- c'"z2 -+- d'^^xz^ -f- etc. -+-^i''"/za + etc. 

4-^i"|y3 ^.étc. 4-rf''ff^3^.etc. +etc. 

etc. ^- etc. 



Cx 


+ y'rjr 


cy 


-h y'xz 


C'z 


4- y'yz 



i^'xyz 

L 1 I 



/ 
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On parvient au même résultat en multipliant la série triple en x , ^ , z , qui 
représente la série récurrente , par le dénominateur de la fraction génératrice , 
que l'on obtient en étendant aux équations dé relation triples ce qui a été 
dit aux n.^ 2q3 et q 24 ; car le procédé précédent n'est qu*une manière 
d'abréger cette multiplication. 

Si l'on suppose donnés les termes de la série récurrente qui répondent à 
j4m,m,o^ ^m,o,r et Ao,u,r ^ c'est-à-dire les termes qui touchent aux plans qui 
séparent la première région des autres , et que de plus on suppose la série 
bornée à la première région, c'est-à-dire que les termes à indice m, n ou r 
négatif soient zéro ; on aura, pour déterminer les coëfEciens du numérateur 
de la fraction génératrice , les équations générales suivantes , qu'on tire ùidle* 
ment de l'équation de relation , 



t,0,l 



lOiUff 



OùAmfMfO 


+ 




^ 


y^m^i/n^ifO 9 


çcyim/Off 


+ 


^-^m—XiOff 








1 


jimfO,r-^i 


+ 


y Am^i^o,f^i f 


ec-^o^n^r 


+ 


b ^O/M— l/f 








-H 


b -^O/ii/r— 1 


4- 


•J^^ À 



(a) 



Après avoir déterminé la fraction génératrice , on aura le terme général 
en développant par nos règles l'expression 

Pans un premier développement on ne conservera des dérivées de a que celles 
qui se conservent dans le numérateur de la fraction génératrice , et l'on rejettera 
tous les termes qui se trouveroient multipliés par d'autres dérivées de a. Dans 
les développemens ultérieurs et réduits, on aura soin de prendre pour dernières 
dérivées de » celles qui le sont dans l'équation de relation ou dans le dénomi- 
liateur de la fraction génératrice. 

On voit ausfti que toutes les fois que la série ne sort pas de la première 
région , ec n'étant point zéro , il fkut commencer le développement par oc : mais 
si la série s'étendoit dans les autres régions , ou que tt fût zéro , il faudroit 
appliquer et étendre aux séries triples les règles et les observations des numéros 
941 et suivans. Des détails sur ces cas nous feroient excéder les bornes de 
cet ouvrage. 
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£xbmpi.bIX. (*) 

262. Étant proposée Péquation de relation triple suivante 

-^ Sj4m,m,r^t ) • 

piÇjS étant des quantités constantes données ; qu'on ait pour conditions que la 

série récurrente triple soit renfermée dans la première région , et que Am,m,o = i| 

^m,o,r= O j%/io,m,r = o , lorsquo m , Tt et i sont des entiers positif quelconques: 

on demande Fexpression du terme général j4m,m,f 

* 

Cet exemple est évidemment compris dans le cas précédent, Uj C, Ç', C étant 
respectivement égaux à i , — ;^, — y, — 5, et y, y' , y, J'*' = o. Les équa- 
tions (a) j par les conditions précédentes , donnent zéro pour toutes les valeurs 
de am,o,r et de ao,m,r ; la première de ces équations donne encore zéro pour 
toutes les valeurs de am,o,o et de ^o^n/o ; eUe donne ensuite 
c' = 1 , d' = 1 — p^ e' = 1 — /?, am,i,o = 1 — ;>, 

* 

^" = 1 — y, e'' = 1 — f> — y, .. am,^,o =1 — f> — y, 

e"' = I — y , amfi,o = 1 — > — y, 






Ainsi la fraction génératrice triple se réduit à la suivante 

dxy 4- d^x^y -H efx^y -f- f^(xAy H- etc. 
d^^xy^ •+• e/^x^y^ -|- J^^x^y^ -f- etc. 

«"'^5 ^fiifxy^'+^ etc. 
f^xy^ ■+- etc. 



etc. 



« + ff JC H- Cy H- ff'^z 



(*) La solution de c«t exemple donne celle dn problème fnÎTaot de Laoeiitob, n.* 64 du mémoire cité. 
« On suppose qu'à chaque coup il paisse arriver trois événemens, que Ton désignera , pour pins de clarté, par 
a P , Q , 5 , et que les probabilités de cas événemens soient respectivement ^ales k p ^ ç f # ; on demande 
ce le sort d*un joueur qui parieroit d*amener l'événement 5 r fois avant que Tévénement Q arrive n fois et 
a Tévénement P, m fois* » Ce problème se rapporte à celui de la note de notre exemple premier , puisqu'il 
n*est autre chose que ce dernier problème étendu à trois événemens* 
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Le premier développement de j4m,m,r=^ Ç".ç'".ç'''. (««•*)» ^^ ^ fa^^ prendre 
a pour origine , se réduit donc , en rejetant toutes les dérivées de a qui ne se 
trouvent pas au numérateur , à cette seule série 

c'P""'P'""i' ?'''•«"' ■+" <^'ç*-"-ç'*"'' ?'''•«"' H- «'p»-'.ç'*-'.p'''.flr' -+- etc. 

-+- c"'ç»-3.ç''«-3.g*''.<r-' -H etc. 
etc '. .* 

a«,»-9;op'».p'''.«-' H- tf«,»-i,oD'.p'''.flr* 4- fl«,,,op'''.flr». 
Puisque « n'a ici d'autres dérivées que Ç, C et C' « on aura généralement 

p*- p'"- p"'- «-' = p"- p'*- ( ± *-'- r'o = 

(r+iX^+O- • • '(r+rn+n) ^^^_^_^ ç^^^^,,^ ^ (r+i). , .(r+m+n) 



1 . 3 . . . /n. 1 . <2 . . . n 

et avec un peu d'attention on voit que le développement, réduit de la série 
précédente , écrite à rebours , sera 



U-iP+9)] 



i-H(r+ i)(p^if) 



r+ i. r+ 7 



1. 



(/^' -+- a/^y + 7' ) 






2. 



ç^) -4- etc. 



r+ i...(r+m+/î»4) ■ 

^^ ^'^ i.2..(m.i). i.a..(/î-3)'^ y 

1.... (»-+-7»H-n— q) 



iJII-l>^ll-2l 



1. Q .•(/?!-. l). 1. 3 ...(/»— Ij 



pm^iq 



On voit dans cette expression qu aucune puissance de p ne surpasse m — i 
et qu'aucune puissance de^ ne surpasse /» — i j de sorte quil est aisé de 
conclure que l'on peut se contenter de dire que le terme général est 



OB8 oiHX.VATXONS. 



229 



pourvu qu on ait soin de rejeter du développement toutes les puissances de-' 
p plus hautes que rn — 1 et toutes celles de éf plus hautes que n — i. 

Si l'on effectue la multiplication par 1 — (/? + 7 ) t on transformera fsici- 
lement cette dernière expression en celle^^i 1 qui est un peu plus simple » 

j'{ H-r(p+^)H— 1 (;)»^-2;,^-f^9)_|__: : ^ (^,S4.3yt,ay_|_3^ya^^3)_|_etc.| , 

série qu'on continuera tant que les puissances de p seront moindres que m , 
et celles de q moindres que n. C'est cette expression que Laoràngb trouve 
au n.^ 34 du mémoire cité. 

253. On peut appliquer nos principes au cas que traite LAORAïf gb au n.^ 5 1 
du même mémoire, et l'on parviendra à des expressions conformes à celles 
qu'il trouve : il sufEt d'indiquer cette question ; car en voilà assez pour 
lintelligence de notre méthode et pour mettre sur la voie ceux qui voudront 
l'appliquer à un plus grand nombre d*exemples. 



) 



t 



M m m 
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ARTICLE CINQUIÈME. 

Applications du calcul des dérivations^ au retour général 

des séries. 

264. Nous ferons dépendre dans cet article le retour des séries de leur 
transformation , en présentant les propositions les plus étendues sur le retour 
des sériefiT et des fonctions , comme une suite naturelle d'un théorème fort 
général sur la transformation des séries : il suffira ensuite d'étendre ce théo- 
rème ) pour en voir découler plusieurs propositions sur le retour des séries 
doubles. Les dérivations offrent de grands avantages dans ces recherches , en 
y apportant la simplicité et la Ëicilité ; et les formules auxquelles elles nous 
conduiront peuvent encore servir à d'autres usages , comme à trouver la somme 
de beaucoup de séries , à rendre les séries plus convergentes, etc. : mais nous 
n'avons pu entrer dans aucun détail sur ces objets ; nous avons cru devoir 
seulement nous arrêter à quelques conséquences relatives aux dérivations. 

(I.) 

PaOBLÈMB. 

255. Etant donnée la série 

j4 ^ Bx -h- Cx^ H- Dx^ -4- BoA 4- Fx^ H- etc. , ( 1 ) 

on propose de la transformer en une autre de cette forme 

a H- bx^C-h yx-^ ix^ + etc.)* -I- cx^{C-h yx H- èx^ -l- etc.)»» 



T dx^{G "hyx -h ix^ H- etc.)3» 4- etc. , ^ ^ ^ 

A ^ B^ C^ etc., 6t ^9 Y) ^9 6tc. étant des quantités quelconques indépendantes 
les unes des autres et même arbitraires , et m étant aussi quelconque. 



Ce problème est l'inverse de l'exemple du numéro 6q ; et cest de la solution 
de cet exemple que nous allons déduire celle du présent problème. On voit 
que la question se réduit à trouver les valeurs de a, i, c, d^ etc. en ^, B^ 
6\ -D, etc. et en C9 7 9 Ji etc. 

Prenons donc les coëfficiens de x^ x^j x^y etc. de la série du numéro 62 
sans les développer autrement qu'en C^ aûn d'en mieux voir la loi ; savoir : 
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A : 


= «, 






B z 


= hÇ", 






C-. 


= bn.Ç" - 


h cff», 




D : 


— ^ça.?"» • 


-f- CD.C^ 


H-</C3«, (3) 


E : 


= b^^Ç" 


■+- cp'.fa» 


-t- do. e^ ■+■ eC4* , 


F -. 


= b^'t.C" - 


+- cç'.ffa" 


-h <ipa. C3«. H- en. e4- -4- /C5« , 


etc. 


• » 




- 


où la loi 

m 


est £sicile à 


saisir, sur 


tout si Ton ùàt attention à la remarque du 



numéro 63. 

Tirons à présent de ces formules les valeurs de a, b^ c^ dj e^ etc« y en 
substituant successivement dans chaque équation les valeurs de a, b^ c, etc. 
tirées des équations précédentes et développées en y. Nous aurons de cette 
manière : 

a =: A , 

je substitue cette valeur de b dans la 3.® des équations précédentes) et fat 

développant en y et réduisant , je trouve 

c = CÇ-a*" — B.mC'^'^-'y; 

mettant les valeuiA réduites de ^ et c dans la 4*^ des équations précédentes , j'ai 

d = z)e-3« — (ce-*« — j?me-«»-»y)e-3«i>.e2ii _ bc-^^^.c^j 

développant en y et réduisant, • - 

J = DC'^ — CQme-3m.»>y + ^(-me-3-i.iD.y ^. ^ll^±i}e-3— «ya). 



1. Q 

substituant les valeurs réduites de b^ c^ d dans la 5/ équation , je trouve 
développant en y et réduisant, 

et ainsi de suite. 
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En examinant dans les valeurs réduites de Cy d ^ e^ etc. les quantités en 
Ç et y , il est visible que ces valeurs peuvent se mettre sous cette forme 

a = Aj 

c:;=f(QCe-«« H-iÎD.e-««), (4) 

e = i(4£e-^ + 3Z)D.e-4« H- QC^2.e-4« -I- -ffp5.e-4«), 

etc., où la loi est manifeste et très- simple; de sorte qu'on peut continuer 
fisicilement ces formules aussi loin qu'on voudra; et l'on en conclud sur-le- 
champ que , am désignant à l'ordinaire la nf^^ lettre après a , on a , pour le 
terme général , 

* n ] H- etc. H- 3Z)p»^. ff-« ^ 3qp«-t.f-«« + ^p-i. ç-«« J » • • • • l. ^ > 

C devant être regardé comme un premier terme dans les dérivations. Ainsi 
le problème est résolu. 

256. On peut mettre les formules ( 4 ) et ( 3 ) , que nous venons d'obtenir , 
sous une forme encore plus simple. En effet , si on rapporte £ ^ C, Z)j etc. 
à j4 considéré comme premier terme (n.<^i2i), on a 

£ = T>,A y qC= d.d.^, 3D = ç2.i>.^^ ^E = ç5. i>.^^ etc. 

ainsi la formule (5 ) , pour le terme général , peut se mettre sous cçtte forme 

1 ( ff-**. p^-*. D. .<^ H- D. e-«». p«-«. D. ^. 4- ça. Ç-mw p«-5. ,>. ^ ^ etG. î 

^~n\ -H ç«-\ e-*«. ça. D. udf 4- ç»-a, ff-*» d. d. y^ H- ç«-i. ff— « d. ^y 

Or la quantité ji étant indépendante de Cy cette série se réduit, par le n.^ 
97, à cette expression très -abrégée 

""• = ^r""-(C^"" ^•^) f (6) 

ji et C étant des premiers termes dans les dérivations. . Les formules ( 4 ) 
deviennent ainsi ^ 

J = |ça.(ff-3i».D.^), -.....(6) 

etc. 

267. . 
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267. En réaumant ce qui précède , on a ce théorème i remarquable par sa- 
généralité , sa simplicité et sa fécondité. 

TniORÂMB. 

Pour transformer la série quelconque 

A -h JBx ^ Cx^ + Da? H- EoA -|- etc. (x) 

en une série de la forme 

a^ bx(S + yaj -h Sx^ -H etc.)* -h cx^{C -h y^ + ix^ + etc.)»» 

'^dx\G'-hyoc'hi^^'^etc.)^'-^etc.-+^^a^(C+yx-hix^ -f-etc.)«»-|-etc. ; **^°^ 
on fera , pour abréger , 

^ = ? -I- ya; H- ix^ -+- soc^ H- etc. , ... (m) 

et Ton aura cette fornmle 

j4 •+- Bx -^ Cx^ -h Dx^ + EaA 4- etc. = 

-H etc. 4- -p«-».(e-«».D.-^).xV* 4- etc. , *"*^^ 

A et Ç étant considérés dans les dérivations comme des premiers termes et 
comme des quantités indépendantes 1 une de lautre ; de sorte i quen fusant 
y == xç^ , le terme général de la transformée sera 

««7" = ^p»-^ (?-«■. D.^).^« = (v) 

71 1 4- etc. + 3Z).p«-3.e-«-it4. aC.^«-«.e-*'» H- ^.p»-».^—»}-^" * '^^^ 

L exposant m est quelconque , entier , fractionnaire , irrationnel , etc. 

258. Démonstration. Nous n'avons trouvé d'une manière rigoureuse , à la 
fin du n.^ 255 , que les valeurs àe a^ by c^ d^ e\ et nous en avons conclu 
en général celle de an : cette conclusion n'est qu'une induction , fondée à la 
vérité sur une loi que tout annonce être générale ; et l'on se contente souvent 
de pareilles inductions. Mais voici une démonstration de notre théorème , qui 
parolt ne rien laisser à désirer. 

Les formules (3) du n.^ q55 , dont on sait <[ue la loi se conserve toujours | 
sont toutes des équations du premier degré en b, c^ dj e ^ etc. , ainsi qu'en 
B y Cj Dy Ey etc. : si donc on élimine les quantités by c^ d^ Cy etc. , afin 
d'avoir successivement leurs valeurs en B y Cy Dy Ey etc. , on sait , par l'élimi- 
nation des inconnues des équations du premier degré ^ que dans ces valeurs 

N n n 
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de /^, C| d^ e^ etc. les quantités B y Cy D^ E^ etc. ne seront que du premier 
degré , et qu'aucun terme ne contiendra le produit de deux ou de plusieurs 
de ces quantités ; de sorte que ces valeurs seront de la forme suivante 



a = 


= ^, 








b = 


: f>.By 








c = 


: i'.O ■+ 


- t\Bj 




• 


d = 


z i».D - 


+- C'.C -+ 


- V'.B , 




e =2 


: f>"\E - 


+- t'",D - 


+- b"'.C 4 


- f.Bt 


etc. 











an = b^"-'>.^i, 4- c^"-».^»-» + b<"-'>.^«-, -H etc. 4- b»^"").-» , 
etc. 
Avec un peu d attention on voit que ces mêmes valeurs peuvent aussi se 
mettre sous cette forme : 

a =: j4 y b = p.iy.A y c = i>.{p\i>.A) ^ d = i>^.(p^\T>.A) y 
e = T}\{p''\j}.y4)y et en général a^ = jy'^-\(p^*"\D.yi); 
P j P' y P"^ ^ P'^y etc. p^^'^^j p^^^j etc. étant des indéterminées, indépendantes 
de y4 , mais fonctions de C et de m. Gela posé , soit 

y = x{C + yoî + ix^ -h gx3 -1- etc.)'», . . . .(i) 

on aura généralement ^ . • 

A + Sot: H- Cx^ + Z>j:5 -H £a;4 + etc. = 



etc. -4- D»-».(;?^"-'>.D.^).^« + etc. , ' • ' '^^^ 



où il s'agit de déterminer pj p^y p^^y etc. p^^'*^j /?^"^, etc. en C et m. 
A cet effet, de l'équation (i) je tire celle-ci 

X =^(Ç H- yx + jx^ H- ax3 -H etc.)-*, ou bien 
X = yiC"^ -h D.g"-*.^ H- p2.C-»».a:2 + çS.ç-w.^S ^- etc.) ... .(3) 
Afin d'éliminer x de cette équation , je transforme les deux fonctions de x qui 
y entrent, savoir x et Ç-"» H- n.ff-^.x + ^^.C'^x^ •+• p^.C"""'.x3 -h etc. , en séries 
ordonnées suivant les puissances de^, et cela au moyen de la formule géné- 
rale ( (2 )• Pour transformer la première , savoir x , il suffira de faire , dans la 
formule (2), -<^=o, £ =z -d.A = 1 , C, D y etc. = o ; et pour transformer 
la seconde , il suffira de faire , dans la même formule {<x) y A = Ç"'^ , 
B •= jy.A = jy. Ç-« y C = ça. ff-» , i) =z= p3. Ç-« ^ etc. ; et Ton aura les deux 
transformées suivantes, 
X = p.^ H- D./?*.^2 -I- T}^.p".jr^ 4- d5.^"'.^4 -(- etc. -H d"-»./?^""'^;^" + etc. , 
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et ff-"» H- D.?-«.a5 -H ç^.ç-w.^aja ^ ç5.g»-w.aj3 ^- etc. = 

-H etc. H- D«-'.(/>^''-'>.D.ff-'").j« + etc. 
Substituant à présent ces deux séries en^ dans Téquation (3 ), elle devient 
py -H D./^'*^^ + Da.p".^3 «I» d3.^ui^^4 4- i>4.^it.j^5 4-etC. 4-D«-».^^""*\j«H-etc. = 

Ç-'^^-;?D.ff-«J2+D.(;?^D.C-•).73+D2.(^^D.ff-«).74+etc.+ 

équation , toute en^, qui sert à déterminer les valeurs de p^ p"^ p^\ etc. , ^^"^ etc. 

En effet , en égalant entre eux les coëfUciens des mêmes puissances de^ , on a 
1.® p =" ff-^, 

2.« D.^' = ^D.ff-« = e-«D.C-« = ^D.ff-^, ff-^ étant regardée pour le , 
moment comme la variable. Donc/^ = fff^^. 

3.^ D.D" = D'D.ff-« = ie-a«D.e-«» = -î^ D.ff-3«». Donc ©" = -i^ ff-5«. 
^ ^ 9 9. 3 . ^ a. 3 

4.^ D.»"' = D"D.e-« = -^ e-3«D.e-« = — J — D.e-4«». Donc »"' = — î — e-4« : 

^ 2.3 3.3.4 ^ a. 3. 4 

et ainsi de suite. Si, de cette manière on a trouvé »<"-"> = -— ff-K'-O*». 

^ i.9.3...(ai.i) * 

n étant 5 ou tout autre indice , on aura, pour le terme suivant, 

^ ^ 1. 2...(/l— 1) 1.Q...7Î 

Donc /?^""'^ = — ; ff-"* ; ce qui fait connoltre la valeur d'un terme quel- 

conque, et démontre que ces expiassions suivent constamment la même loi. 
En substituant dans la série ( a ) ces valeurs de p^ p\ /t" , p"^ , etc. , ^^""'^ , 
etc. , on a ^ ^ ^^ ^ Co;» ^_ £)^3 + £^4 4- etc. = 

^ -h e-«.D.y^.7 -+- iD.(ff-».D.y^).^2 + fç2.(Ç-3«.D.y^).^3 -H etc. 

+ -ç«-».(ff-«'».D.urf).^« -H etc. 

GoROliliAZRB. 

aSg. Puisque , dans le théorème, m est quelconque ; si Ion y change m en 
— m , on aura cet autre théorème : 
Pour transformer la série quelconque 

u4 -h Bx ^ Cx^ + Dx^ -4- Ex^ -f- etc. ••••(!) 

en une série de la forme 
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bx cx^ 

^ , ^ {€ + yx + ix^ + etc.)*. "*" {C -h yx -h Sx^ -h etc.)^" 
* . , , ... (il) 

(ff + ya;+(ï!x2 + etc03» "^ ®^^ "*" (ff + yi? + Jx^ + etc.)»'» ^^^" ' 
.en faisant pour abréger 

f = Ç H- yo? 4- J^a •+• gx5 •+- etc. , ... (m) 

on aura la formule suivante 

A -4- Bx H- Cx2 4- JDa?5 h- £a54 H- etc. = 

-4- etc. 4- -p*-i.(e«*.D.y#).a:«tf-«" + etc. 

A ei Ç étant des premiers termes indépendans lun de l'autre , de sorte que 
le terme général sera , y étant supposé = x^ , 

a..j^« = ip'-».(e~.D..rfj.j-« = V. . (v) 

»| + etc. -+- 3£).ç«-3.f«i« -4- QC.p«-^ff«« 4- 5.ç*"'.e««J.y' •••(^) 

a6o. Rien n'est si fiicile que de développer entièrement l'expression du terme 
général des numéros 23 7 et 23g , et par conséquent de calculer un terme quel- 
conque delà série transformée^ indépendamment des autres. En effet, pour 
déduire par dérivation les uns des autres les développemens réduits de ff^* , 
D.ff-«», p2.f-««^ ç3.f-«Wj etc. ou ceux de C"«, D.ff«", p^.f""*, p^.?""*» etc., 
il sufSt d'employer la règle du n.° 3o, et l'on écrira sur-le-champ ces dévelop- 
pemens tout réduits à la suite les uns des autres. Si l'on en veut calculer un 
séparément, on le trouvera par la règle du n.® 43 ou par celle du n.® 47, 
en Élisant d'abord un premier développement en y. 

Si on vouloit ordonner le développement du terme général du théorème 
par rapport aux puissances négatives de C » on auroit par le n.® 100, en 
développant simplement en y , 

-p'^i.(ff-«'».D.y^) = e-«"».p«.u4 — me-^"»-^p»-«.(yD.^) 

m(/im4-0 X» T, ^ m(nm+i)(/w»+Q) ^ « ^, _ 

4- ^ Z:_L e-ii».a.ç«.3.(y2D.^ ^^^ ^'^ -~- e-««-5.p«-4.(y3D.^) 



etc. ±: — ^ ^ 7 r— i e-««-«+^7«-«D.^. 

1. Q \n — 1) '^ 

261. 
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s6 1 • On peut même , d'après nof principes , trouver des régies pour déduire 
les uns des autres les développemens réduits des coëfEciens successifs de la 
série du théorème ou de celle du corollaire : pour y parvenir il suffira de 

développer, en y , -p«"^(ff-«*.p.y^)et — — — p». (ff-«»-«.D.y^), et de comparer 

entre eux ces développemens ; on en conclura ensuite la règle. 

Dans le cas où Ion auroit à déduire du développement réduit de 'P**^*' 

celui de p** + ^ ff-*-* , la règle devient si simple , que nous allons la mettre 

ici ; nous aurons occasion d'en faire usage dans ce qui suit. 
Je développe en y les deux expressions proposées; elles deviennent , savoir: 

ip-.e- = 

5+1.5 + Q (^ + /|-i) ••••(«) 

etc. 3z— ï- -^ ^-—^ if-'-j 

^^ a. 3 n . 



1 



+ 1 c 



_ ff--.p..y + i±lff-*-3ç^..y, _ i±±±±iff-^P^.^ 



• *•• 



^^ Q. 3..../1 '^ a. 3....(/î + i) ' 

De la comparaison de la série {b) avec la série {a) découle la règle suivante. 

Le développement réduit de -p'^.ff" étant donnée pour en déduire celui 

1 ^ 

de — -- — p'*H-i.Ç-'-» ; dans le premier développement multipliez chaque 

puissance de S par son exposant pris positii^ement , diminuez ensuite cet 
exposant de l'unité et divisez toute l'expression par s^ \ \ après cette 
préparation, prenez la dérivée divisée suivante par la règle du n.^ So* 

262. Pour que le lecteur voie mieux la facilité avec laquelle nos méthodes 
donnent les développemens réduits des formules précédentes | nous l'enga- 
geons à calculer le développement de Fexemple suivant , exemple bien 
étendu en lui-même, quoiqu'il ne soit qu'un cas particulier du corollaire 

du n.^ 359. 

O o o 
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£ X E M 



^^ 



E. 



Cx^ 



Dx^ 



etc. 



Transformer la série 

A '\' Bx 

eqi une autre de cette forme , 

hx cx^ da^ 

^ ff-Hyoî-f-Jbca-f-etc. (ff-Hya?H-Jxa-+-etc.)^ (ff-4-yj;-Hjxa-4-etc.)^ ^* 



On fera m = i dans le corollaire n.^ 33g , et, en développant la formule 
comme nous lavons indiqué au n.^ q6o, on aura sur-le-champ 

a = A y 



b = 


= BÇ, 


c = 


= i{aCe» + BaÇy]y 


d = 


= f{ 32)^3 ^ aC3e=.y ^- ^(SC^eT -f- SÇys)} , 


e — 


= iléEff* -f- 3D4C3y -HaC(4Ç3jH- 6ffv) + ^i^^^s 



/' 



' î -f- B{5C^-+^ io0[Qy8 + M + 1 0^2372 J H- 55^4)) ' 



et ainsi de suite. Ici les dérivations se font , non en passant d*un des termes 
b^ Cy dy e^ etc. à l'autre , mais sur les quantités qui composent chaque terme 
en particulier , de sorte qu'on peut ainsi calculer le développement réduit 
d'un terme quelconque a^ sans connoltre les autres termes. 

Si l'on veut ordonner suivant les puissances de Ç le développement réduit 
d'un terme quelconque, du septième par exemple, on prendra pour guide 
la formule du n.® 100 , et l'on aura sur-le-champ 

I5e4{y24£ ^ Qyj3£> -f- (lyB -f- ^)qC-H (Qy^ 4- <X^)B\ 
Qoe3|y3 3iJ + 3y2(jQC + (3y2g 4- 3y(j2)5| 

i5e2{y4QC4- 47^J5} + 6Cy55 



fir 



263. Parmi les usages qu'on peut faire du théorème précédent , se présentent 
d'abord les deux suivans : 

I.® Introduire dans une série proposée quelconque une autre série arbitraire , 
en ordonnant la première suivant les puissances de la seconde , et cela sans que 
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la série proposée change de valeur ; ce qui donne le moyen de connoitre les 
sommes d'un grand nombre de séries. 

'2.^ Rendre une série proposée convergente à volonté, en la transformant 
en une autre dont les dénominateurs soient les puissances successives d*une 
série quelconque , à laquelle on peut donner des termes tels et en tel nombre 
qu'on voudra. 

On peut se faire une idée de ces usages en lisant le chapitre i.^ de la 
12.^ partie du calcul différentiel d'EuLSR , où , après avoir transformé la série 
A -H Bx -H Cx'^ H- etc. en ^î + ^ -f- cy"^ + etc. , y étant successivement 

égal à et à , ce qui forme les deux cas les plus simples de 

l'exemple du numéro précédent , l'auteur se sert dé ces transformations pour 
sommer différentes séries ou pour les rendre plus convergentes. Les autres 
transformations qui se trouvent ensuite dans le même (ihapitre, sont des cas 
particuliers de notre exemple du n.^ 6c2. On voit donc que cet exemple et 
le théorème du n.^ q57 peuvent servir à des applications pareilles, plus 
nombreuses et plus étendues. * 

264* On aperçoit facilement combien le théorème du numéro q5 7 est étendu, 
en considérant que , x y ayant une valeur quelconque , on peut faire 
a;= 1 , et alors, comme A^ By CjD^ etc. 9 C9 7, Ji s* etc. sont quelconques, 
ces quantités peuvent être ou entièrement indépendantes er arbitraires , ou 
des fonctions arbitraires , ou des fonctions régulières et continues de a? , de 
07 «t de / , ou d'autres variables ; le théorème subsistera toujours. 
On peut , par exemple , regarder la série 

^^^^^-Ch-Z>4-£ + etc. 
comme le développement de cette fonction de polynôme 

*(2t H-a5H-6 + ©H-e-H etc. ) , 
et la série ff + y-Hj-f-8 + etc. comme le développement de 

<&(a + b-f-cH-b-+-e-f- etc.). 



(IL) 

265. Passant à présent au retour des séries , on verra découler du théorème 
et du corollaire précédens les propositions les plus belles et les plus générales 
qu'offre cette matière , et nos méthodes de dérivation donneront lés moyens 
de développer , toujours avec facilité , les formules que l'on obtiendra. 



%^0 DU CAIiCVIi 



f* 



Soit proposée la série 

y = Sx -h yx^ -t- Jx5 -t- sx^ H- etc. ; 
on demande à exprimer xen^y c'est -à -dire à déterminer les coëfficîens 
de la série ^ _ ^^ ^ ^^2 ^ j^s ^ ey^ + etc. 4- û«y« 4- etc. 
C'est le cas de Nbwton , dans sa lettre à OldenbueGi du 24 octobre 16 76* 



On voit que cette question se ramène à celle-ci : Transformer x en une 
série de cette forme : 
bx(C H- yo; H- ix^ + etc.) 4- cx^(jS -H yx H- Jr^ -f- etc.)^ 

4- dx^{S H- yx + Jr^ 4- etc.)' -H etc. 
Comparant avec le théorème du n.® q57 , on a m = 1 , a:^ = j^^ et la série 
A -+- Bx 4- Cx^ + etc. se réduit ici au seul terme x ; on fera donc dans la 
formule (yi) , J7 = 1 , et tous les termes A^ C^ D ^ etc., A»r^\ , A» 9 etc. = o, 
ce qui réunit le terme général à 

Ainsi la série demandée sera 

X •' • . » . (ai 

ç-i.^-(-iD.f-«.^» 4_jpa.^-5.^3_f_ip3.ç-4.^4 4_etc. -f- i p«-^ff-*.y» -4- etc. , 

série dont la loi est très -simple. Il est aisé d'en développer séparément un 
terme quelconque par les règles indiquées au n.o 9 60 ; et par la règle du n." s 6 1 , 
on peut écrire, sans s'arrêter, le développement de la série miéme) continuée 
autant qu'on voudra. £n voici le commencement : 



3 



a. 3. 4 ** *y a. 3. 4. 5 *• ^ 



etc. 



266. 
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266. Soit proposée l'équation 

X = a H- Cx + yx^ -H Jx' -4- sx4 4- etc. } 
on demande x exprimé par ec^Ç^y^ etc. n 



Je mets l'équation proposée sous cette forme 

œ 
a H- ffr.-H yx^ H- Jx'-f- gx4 -|- etc. ' 
comparant avec le.corollaire du n.® aSg^ j'ai ^ = a + Çx -+- yx^ H- Jx' + etc. , 
«9 ^t V9 G^c- remplaçant ici ?, y, j, etc. du corollaire, de plus m = 1, 
x^\= 1. Donc , faisant la série A -f- Bx -t- Cx^ -H etc. = x^ ce qui donne 
A = o j JB = jy.A = 1 ^ et toutes les autres dérivées de A égales à zéro , la 
formule (iv) donnera sur-le-champ 

X = a H D.«* -4- 7;J>^*où^ H — d'-«^ -f- etc. H — p*~*.«* H- etc.; 

OÙ l'on fera à l'ordinaire d.as = C> d.C = y 9 etc. 

Si l'on avoit x=^(ffH-yx -h J^x^ + gx5 -H etc. ) 9 on trouveroit de la 
même manière 

X = C^ H — D.e^.^^ 4- o P^*^'.y' "^ ®*^" "^ -p***.f*-^" H- etc. , . . .(b) 



et en Élisant le développement réduit. 



267. Soit proposée l'équation 

^ = x{C H- yx + Jx» + sx5 -h etc.)«; ..... (1) 

on demande à exprimer une puissance quelconque x'de x par une série en y. 

m 

La solution de ce cas se tire du théorème de deux manières différentes : 
dans la première on supposera l'exposant r un nombre entier positif; la 
seconde fera voir que l'on obtient la même formule , r étant quelconque. 

Première manière. On a ici^ = x^, comme dans le n.® qS; ; il suffit donc 
de comparer x' avec la série A + Bx + Cx^ + etc. + ^rsf •+- etc. : cette 
comparaison donne zéro poui' tous les coëfEciens A ^ B, C^ etc. à l'exception 
de Ar qui est = 1 ; de cette manière l'expression (vi) du terme général se 

ppp 
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réduit au terme unique 

Ainsi , puisque TiiAice de o ne saurait être négatif , ce qui exige que n ne soit 

pas < r, on voit que le premier terme de la série demandée est - Ç^. C^'^-j^' ; 

et la série elle - même sera 

^ = (c) 

r ^ r+i ^ ^^ r + 2^ ^ 

H l_p3.e-('+3>».y+5 ^- etc. H £— p«.ff-('+«Ky+« + etc., 

formule dont la loi est fort simple. 

268. Secondé manière. L'exposant r étant quelconque , je mets Téquation 
proposée ( 1 ) sous cette forme x=^(Ç + yx + J!r2-f-fix3-^ etc.)-*' ; de 
U il vient , en prenant la puissance r , 

af =iy(Ç -f- yx -t- Sx^ H- fix3 -H etc.)-"", et 
x^-'' = ff-™ -H D.Ç-™.x H- p2. f-m.-pa ^_ p3.f-«.a:5 + etc. ; ... .(3) 
égalant le dernier membre de cette équation à la série ^ -f* Bx + Cx^ 
Dx^ 4- etc. du théorème , on a -^ = ff-'^» , B = j>.A = d. ff-'* ; donc 



^ (r + zO'» 

= D.ff*(''-*-«K Substituant cette valeur dans le terme eénéral (v) du 

théorème , on trouve 

Multipliant par y'^ Téquation (3) , on a pour x^ la même série (c) que ci-dessus. 

26g. Exemples. Soit proposée Téquation 

o = — « + Çx -f- yx^ -H Jx3 -h ax4 -+- etc. -f- «^; • • • • (4) 
on demande la puissance quelconque x^ de la racine x. 

On fera m = 1 et^ = ev dans la formule (c) ci -dessus, ce qui donne. 

^ ^ . . . . (j; 

— 3-5-p3.ff-^-3.^+3 ^- etc. H ; — p».e-^-«.«^+»-Hetc.; 
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et en développant par la règle du n.^ 261 , on a sur-le-champ, . 

3f = Ç-'.ocT ..•..(6) 

* 1. Q ' 1. 9. 3 ' ' 



/ ■ W.r + 3)(r + 6)(r + 7) ^_.. i^ 

>• 1.9.3*4 ' ) 

-H etc. 

Nous voilà parvenus sans aucun détour à la série que Lagràngb donna le 
premier au n.^ 1 g de sa nouvelle méthode pour résoudre les équations litbé^ 
raies par le moyen des séries , imprimée dans les mémoires de Berlin pour 
1 768 ; et nous avons de plus un moyen très - expéditif pour continuer cette 
série aussi loin qu'on voudra ; il faudra observer seulement que ecs est un 
dernier terme. 

Si lon/lonne à la formule (5) ci-de^us un premier développement en «y, 
et qu'on ordonne suivant les puissances négatives de ff, on trouve 



X' 






.i...j(7) 



— ^e-'-5(p3.y.^4-4 — 



9 
'•+4 



D.y».«'+5) 



— rff-'-7(p5.y^+6 — L±_ç3.y2.«f4-5 + 



r + 4« r + 5 

9 . 3 

r + 5 . r + 6 



y3.«r+5) 



-D.y'.«''+4) 



2. 3 
— etc. ; 

la loi se présente d'elle-même et les développemens ultérieurs n'ont aucune 
difficulté. Cette série s'accorde avec celle que Lagrakob a trouvée au n." 18 
du mémoire dont nous venons de parler. 
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270. On a ^ = ^(? -f- 7^ + Ja:^ + ex^ 4- etc. )"■ , 
et Ton demande l'expression sans x^ dune fonction quelconque de x. 



On peut tirer du théorème du n.^ 257 deux manières de résoudre cette 
question , Tune lorsque la fonction \)/x peut se développer en une série qui 
procède suivant les puissances de x , lautre qui s'étend aux cas où ce déve- 
loppement n a pas lieu. 

Première manière. Les valeurs de ç , de ^ et de m étant ici les mêmes qu'au 
théorème , et \|/x pouvant être convertie en une série ordonnée suivant les 
puissances de x, je êeûs \(/x = \Ka + x), et j'ai 

x|/x = \|/a H- i>v]/a.x -H p^l/O-x* -f- p5^a.x5 + etc., 
pourvu qu'après les dérivations je lasse a == o. Comparant cette série avec la 
série ^ -h 5x H- Cx^ + Dx^ H- etc. , le théorème donne sur-le-champ 

\j/X = 

etc. +ip'^».(e-^.Dx(Ai).^» + etc., •••(^) 

formule dans laquelle na = 1 et a doit être fait zéro après les dérivations. 

Si l'on ne fait pas a = o après les dérivations , cette même formule donne 
la valeur de 'v|/(d + x), a étant quelconque. 



271. Exemples. Si^ = £x + yx^ + ^x^ H-gx^ -H etc. , en disant 71» = 1 , on 
trouvera ainsi pour e*, sinx, log(i +x), les séries suivantes , e étant la quantité 
dont le logarithme naturel est = 1 , et log désignant le logarithme naturel. 

\ • 

H- i (pS.e-^ + l ç».e-4 + ji^D.Ç-4 -H ^-i-j e-4)j'4 + etc. , 

o{i la loi est évidente ; de sorte qu'on en conclud fucilement le terme général. 

4^*^ i.a '"^ 5^* i.a« i.a. 3. 4 ^^ 

-+- ^(P^-^-^ - I^P'-^-^ + i.a!3.4 °-^'')>^ -^ «'<^-' 
OÙ la loi est encore évidente. 

Sans 
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Sans faire a = o , on a log(a + :r) = . 

Si a = 1 , cette série devient 

+ i(p'-ff"^ — P'-ff"^ + D.e-^ — e-%4 + etc. 

272. Seconde manière. Si \|/x est de nature à ne pas pouvoir être développée, 
suivant les puissances de x ( telle est la fonction logx ) , on aura recours au 
procédé dont nous avons fisdt usage au n.^ 268 , et que nous allons généraliser. 

Mettant Féquation proposée sous cette forme 

- = (C 4- yx + Jx^ + tx5 -4- etc.)-* = 

ç-« -4- D.C-«.x H- iQ^.Ç-^.x^ H- p5.ç-«.x5 4- eta , ( 1 ) 

nous aurons , par nos méthodes , 

^KÎ ) = xKe— ) + D. xKe-«).x + Ç».%Kf-^).a:» + ç5.>KC-«).x5 + etc. . . .(q) 

Comparant à présent le second membre de cette dernière équation (9) avec 
^ + Bx + Cr2 + etc. du u.® q57 ,Je théorème doxme sur-le-champ 

... .(e) 
i p». {e-5«.D.xKe-)].j^3 + etc. i p-». {e-«.D.xKe-)}.^» -t- etc. 

Cette formule présente une loi fort simple. 

275. ExBBiPLB. Soit 7 = x(Ç + yx + ^a + 6x5 + etc.) , on demande 
logx par une série en^. 

On fera m = 1 , \Kxy-*) = log(xy-*) =logx — log/, \|/ff-* = logÇ-» = 

— log e , donc D.xpe-' = - e-*D.e , et le coefficient dej^« sera - ç»-».( — e-"-«D.e) 

= - ç». Ç-« ; ainsi la série sera 

logx = (3) 

+ etc. + i p". f -•.7» + etc. y 

Q qq 
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formule remarquable .par sa simplicité ; elle est facile à développer par la règle 
du n.^ s6i , et son développement réduit s accorde avec la série que trouve 
Lagrànob au il^ 19 du mémoire cité. 

Si l'on veut que la série soit ordonnée suivant les puissances négatives de 
Cj îl suffît de ûdre un premier développement en «y, et Ton pourra ordonner 
la série comme la dernière (7) du n.^ 26g ; on aura ainsi une série qui s'accorde 
avec celle que trouve Lagrangb au n.^ 18 du même mémoire : mais, après 
avoir fiût ce développement , on peut encore ordonner la série de la manière 
suivante , ensorte que les colonnes renferment chacune des quantités en y de 

même dimension , 

3 45 

logx = log(e-»j^) — C"'.7.r H — C-^.y^7^ — ^C^^-v'-/' + etc. 

— ff-^D.y.^» + -C-*D.«y».j5 ^Ç-7D.y3.^ •+■ etc. 

(4) — e-'p'.y.r' + ^f-*p'-y'-7* — |4f-*p*-yV* + etc. 

6 78 

— C-^P^.y.^^ + 'C-7p3.y2.j.5 _ ll^Ç-9p3.y3.^ .+- etC. 

— etc. -f- etc. — etc. H- etc. , 

Ici la loi est encore très -facile à saisir. 

274. Dans la solution précédente nous avons trouvé lexpression de \)/(x^~0 , 
où ^ est mêlé avec x : voici comment on peut s'y prendre pour avoir une 
fonction de x seuL 

On écrira l'équation (1) du n.® 273 de cette manière : 

X = C-*.J^ H- D.C-«.^.x + ç^.e-^.jr.x^ -+• p3.f-«.^.a^ + etc. 

et , en supposant f-".^ = * j i>- f "^-J^ = ^ > p^* C-^^y = ^ » etc. , ^ étant 
invariable , on aura jb = b H- co; + bx^ + ex3 + etc. ; donc 

'^x = «vj/b -t- i).\j^b.x H- ^^.^l/h.x^ -t- ç3.\)/b.x3 + etc. 
Comparant ce second membre avec -^ 4- ^x -t- Cx^ •+- 23x3 + etc. du théo- 
rème, on a 

<^^= (f) 

%|/b H- C-'».D.%|/b.^ + iD.|e-««.D."vI/b}.^a + 5P^{ff-^.i>.4/b}.^5 

etc. + ip«-«.{e-«".D.-vj/b}.j>^« H- etc.; 



>• 
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après le déyeloppement on remettra à la plaôe de b^^f ,^9 6tc. leurs yaleurs , 
qu'on développera à I^ur tour en regardant j^ comme inyflriable. 

Quoique le développement de cette série ne s'ordonne pas toujours suivant 
les puissances àey^ puisque^ entre sous le signe de fonction , il donne cepen- 
dant pour 3f et logx, dans les cas des n.^ qGq et Q73 , les mêmes séries que l'on 
y a trouvées. 

275. On propose l'équation 

J^ = &P -t- ya^-^q -4- JxF+«f -f- gXP+5f + etc. , (1) 

^ et ^ étant des exposans positifs ou négatifs , entiers où quelconques ; et Ton 
demande une fonction quelconque de x par une série en y. 



En écrivant , pour pFus de commodité , ^ : /i au lieu de -, et en prenant 

successivement la puissance 7: peXwpàe chaque membre, l'équation (i) devient 

yq-'P i= xf(e + yxf + ix^i H- sx^f -4- etc.)f-f, .....(q) 

et y^ 'F = x{Ç + yx^ + Jx^f + sx^f + etc.)*-^* 

Cette dernière ^équation donne 

x.y^'P = C'^'P -h D.e-^'F.xi -t- pî^.Ç-'-F.x^ + ç5.f-itf.x'5f -+- etc., .*(3) 
et prenant la fonction \|/ de chaque membre, on a par nos méthodes 

+ ç3..^(ç-i:f).x3^ + etc. + p».\Ke-">-F).x"^ -t- etc. ^*^ 

Comparant avec le théorème du n.^ 257 , savoir l'équation (q ) avec Té^piation 

y z= x(Ç + yx + ix^ + gx^ + etc.)« 
du théorème , et le second membre de l'équation ( 4 ) avec la série 

A -i- Bx -^ Cx^ + Dx^ 4- etc. -+- An^x^ + etc. , 
on voit qu'il suffît de mettre M ^ y^'f ^ q \p 9Ji lieu de j? , / , m, et %)/(?""* -Oi 
D. \K f - * • ^) , au liteu de -/i/ , -fi = i>.A , respectivement , et le théorème donnera 

xKx.^-t:0= (6) 

iç3.|Ç-3^ :f.D.^(Ç-i : F) J.j3rPH-etC. ^-ip«-^{e-«f •/'.D4(e-» ^ 

Si l'on veut avoir une fonction de x sans mélange de^ , l'équation (3) donne 
'.r = Ç-'=i'.jK**^ +D.f"*-^*>'*'^-^* -t-p2.e-i-F.^»îF.a;«f H-p3.f-i:F.j^i:f.a;5f +etc. 
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Je fiais Ç-^'-py-P = hj D.C-»-f.^»-f'= c, etc., ^^'P étant invariable; cette 
équation devient par là 

X =z h -h cx9 + bx'^9 -t- ex-f + etc., 
et Ton aura de plus 

\(/aj = \[/b -+- D.y\/h.dbi -f- ç*.\|/b.ir^ -f- ç*.\[/b.a;5f _|« etc. 
Je compare le second membre de cette équation avec la série A + Bx 
4. Cx^ + etc. , et Féquation (9) comme ci -dessus; et le théorème donne 

\pa? = (h) 

-f- etc. H — ç»-».{f-"f'F.D.%|/b}.^f'F H- etc. 

Après le développement, on remettra au lieu deb , c , b , e, etc. leurs valeurs 
précédentes , qu'on dé veloppera à leur tour en regardant^^ ' P comme invariable. 

Si l'on a^x^ = Cx' H- yx' + î + ^x'+^f -+- gx'+Sf ^ etc. , ce cas se 
ramène au précédent en divisant par x* et en faisant s — ù z=z p. 

Si l'on a x' = ^{Gx' -f- yx'+f -+- Jx'+'f + ex'+^f _j_ etc.), on peut 
faire ^ = 1 : v', et ce cas se ramène encore au précédent. 

376. Exemple. Étant proposée l'équation 

o = — -a -f- €xP -h yxi^ + f -h ixP+^1 -4- gxi'+'f 4. etc., 

p et ç étant quelconques , positifs ou négatifs , on demande x^ par une série 
ordonnée suivant des puissances de «• 

Il suffit de faire, dans la formule (g), \J/(x.^- ^'P) = {x.y^'py z=:x\cr^'P; 

on aura \)/(e-i-F) = ^-''-i', D.-vKf-ip) = D.e-''.f z= — Cç-rij^-iu^ç, 

P ^ 

donc e-^-i^D.'v|/(e-»-i') = — . ^C-(«f+0.'F-iD.e = îl D.e-(''+«f):f ; 

/> r '\' nq ' 

ainsi le terme général est p-T-j-ç».e-(''+itf):p.aiif :;>, et en multipliant tout 

par e^'P 'i la série sera x^ = (^\ 

-f— -p5.e-(^+3y):p.^(r4-3f):F-hetC.H ;^^ p«.e-frH-''f):?.«(^H-«f)îf H-etC. 

Cette formule se développe facilement. 

On 



r 
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On peut aussi , après lui avoir donné un premier développement en y , 
lordonner par colonnes verticales ^ chaque colonne contenant des quantités 
en y de même dimension , ainsi que nous avons disposé le développement en 
y de logo: au n.^ 273. 

. Pour appliquer la formule (i) à un cas très-particulier , prenons le second cas 
de Newton dans sa lettre citée au n.^ 265 , savoir : Étant proposée Téquàtion 

^ = ffic -H yx^ 4- iafi -H gxl + etc. , 

on demande x par une série en ^. 

On fera ^=1, ç = 2 y r=i, a=^, et Ton aura 



X 



e-Kj^ + jD-ff-V' H- 5 ç^. e- V5 4. etc. H- ;^;^rTP"-^'*"*V"*'* W-etc, 
et en Élisant le développement réduit , . - 



etc. 

277. Exemple. On demande logx , dans la supposition de Tezemple 
général du numéro précédent. 

Pour avoir logx dans cette supposition, on fera \|/ = log^ et Ton aura 
\Kap.j-*-^) =:\o^Çx.er^'f) = logap — log^p»-?; ensuite D.\(/(f-»-i') = 

D.logff-i-i' = — -D.logÇ = — i^ = — iç-'D.?; donc e-«f îFD.\J/(e-vO 

devient = ff"-«f -f-ïD.f = — D.f-«f •i', et le coefficient de ««f-f sera 

p«-».D.f-«J = F = — p«.ff-»fîF. La série sera donc 

n.nq^ nq^ 

logar = 



o^ ' q <xq^ 3q^ 



1 
+ etc. H p».Ç-«fîf.««f-f H- etc. 



Si Ton avoit^ = Çjp H- yx' + ^x* + gx? 4- etc., on feroit /? = 1 , 
^ = Q , a = j^, et Ton auroit 

% Rr r. 



logx = 

l0g(ff->^) + lx).e-\y 4- iça.Ç-4.^4 -t- ^ç5.e-6.^ 4- etc. 

-4- — p«.C-« y2« ^^ etc. 

Les formules que nous venons de trouver depuis le n.<* q65 , sont très- 
régulières et très - aisées à développer : nous allons passer au retour des 
fonctions , dont Tusage est encore plus étendu. 



278. Étant proposée l'équation suivante , 

jr = x(pL{ec -ha?), 
où (p désigne une fonction quelconque ; on demande à exprimer, en a et y, 
une autre fonction, quelconque de Xj \p(a +x), a et » étant des quantités 
indépendantes. ,._^___ 



J'ai d abord Cp(fl5 + ^) = ^« -+- D^a.x -+- Ç^<p«.a:^ -H p^^o-x^ -f- etc., 
que je compare avec la série ç du théorème du n.° q57 ; je fais /n = 1 , et 
j'ai xç = ^ ; î'^ pareillement , en développant , 

«vKa H- x) = \jya -4- p\J/a.x + ç^^^.^a «4. pS^a.x^ 4- etc., 
que je compare ayec la série A -h £x -+- Cx^ H- i)x3 -t- etc. , et le théo- 
rème donne sur-le-champ 

v(;(a-H.x)= (A) 

H- etc. H — p'"{(<P«)~"D>|/a}.y" -t- etc. : 

nous n ayons pas mis de points après les d , pour indiquer que d « =: 1 , 
et Da = 1. 

Si Ion avoit xffl(« + x) = 1 , ou x =: -—r z — r-» il su£Eroit de &ire 

(p(« + x) 

^ = 1 dans la formule précédente. 

279. On a l'équation 

y 

(^ — a)(p^=^, ou « — ^ + 2^=0, 

et Ton demande une autre fonction quelconque de ^, savoir y^fù. 
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Ce cas se ramène au précédent en &isant t = a + « ; car , substituant 
cette valeur dans Téquation proposée , elle devient x(p(u + x) =^; et puisque 
^l^^='vK«+^ — «), en ajoutant et en retranchant ce en même temps , on a 
yl/t = ylf{ct + x)i il suffit douc de faire a = ce dans le numéro précédent, 

et la formule devient 

^^= (B) 

-+- etc. -H -p''-'{((P«)"'*i>\|/a}.jK'' -4- etc., 
où ec est la seule variable , sa dérivée d ce étant = i • 

Si l'on avoit (ce — ù)<(>t + i = o, il suffiroit de ûiire^ = i. 

280. Étant donnée l'équation suivante 
on demande à exprimer en ce et ^ une autre fonction quelconque \|/(a +:r). 
La proposée donne --p — -:- — r- = ^ , ou bien en développant , 

(P\OC + X) 



^ (poc + D(pàc.x + ç^(p«.x^ + :^^<(><t.x^ + etc. ' 
je compare le dénominateur avec ç du corollaire n.^ Q5g , et en faisant mz=zi ^ 
j'ai ^ = xç"^ i je développe pareillement y^f^a + x) ^ ce qui donne 

\jya + D\|/a.x -H p2^^.j*3 ^ ç3^|/a.ar5 -h etc., 
que je compare avec A -h Bx -{- Cx^ -^ Da? -+- etc. du corollaire, et 
l'équation (iv) me donne sur-le-champ 

xKa + a:)= (C) 

+ etc. H — ç*""*{(<p«)"o\|/a}.^« -H etc., 

a et ^ étant des variables indépendantes , et d a étant = 1 , d ce = 1 • 

Si dans le cas présent et dans celui du n.^ 2^ 8 on vouloit avoir , non "4^ (d + ^) 9 
mais \|/.x, il suffiroit de Êdre a == o , dans les séries (A) et (G) après les 
dérivations effectuées, pourvu toutefois que \j/a; ou \pa ne soit pas une 
fonction telle que la supposition de a =: o rende \|;a et toutes ses dérivées 
D\{/a , p^\|^Û9 etc. zéro ou infinies, comme cela arrive dans la fonction logo?. 
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â8i. EzBiiPiiB. Ayant x = ^^(^ + or) > on demande x. En Êdsant 
jyy^a = 1 , et \);a = o, on trouye 

X = (p«.^ -H iD((p«)a.^î» 4- ^p^(^«)'-JK^ -H etc. 4- - Ç»-* ((pop)*.^ -4- etc. 



282. Étant proposée Téquation 

« — ^ '+^y<P^ = o, ou ~ =^» 

^/ étant une fonction quelconque de ^ , on demande la valeur en » et jr 
de \p^, autre fonction quelconque de t. 

C'est le cas du beau théorème de Laoràngb , publié pour la première, fois 
dans les mémoires de Berlin pour 1 768 , page 276. 



J*écris c» + ^ — I» au lieu de ù dans (f>ù et yl^t; Téquation proposée devient 
-jT — TTTZl — 7 ^^y » ^* '^^ devient \|;(« H- ^ — a); je fÎEds ù ^eù = a:, et fai 

Comparant avec le corollaire , comme on la £ût au n.^ 380, Véquation (iv) 

donne sur - le - champ . ^ ^ _ . 

'^ \J/^ = (U) 

m 

4'« H- (pee.D-4/ee.jr + -D{(^«)»D\|/»}.j'a -+- j p''! ((pas)' d >!;«}. jr5 

etc. H — D«-*{(^i»)'»D\jy«}.jr«-t-eta, 

« étant la seule variable et n « = 1 • 

Si l'équation proposée étoit ec ^-4-^^=0, il sufHroit de faire ^=: i , 

dans cette formule (D), laquelle s'accorde avec celle de Lagrangb. 

Plusieurs Géomètres se sont occupés à donner des démonstrations du 
théorème de Lagrànob. On vient de voir la série (D) découler naturellement 
du théorème du n.^ 257, et comme nous avons donné de ce théorème une 
démonstration rigoureuse et fort simple, celui de Lagrangb se trouve démontré 
d une manière qui réunit la rigueur à la plus grande simplicité. 

283. Étant proposée l'équation 

F et (p indiquant des fonctions quelconques , on demande une autre fonction 
de a: quelconque, \|ya?, exprimée en ce etj. 

9 Je 



*\ 
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Je fais t = a +y(px\ fauroi x = F^ ti <px = (pF^; de là on tire 

•^"^"pT' et xj/x = xJ/F^; (q) 

comparant avec le numéro précédent , on voit qu'il suffit d y changer \|; en 
\|yF et (p en ^F , et l'on aura , o« étant = 1 1 

^Xz=z (E) 

%|/F« -+- ((pF«).D(x|/F«).^ H- iD{((pF«)2-D(\I/F«)}.j^» H- 

jP^{((pFe»)5.D(%J/Fe»)}.^5 ^^ etc- -+'^ç»->{((pF«)M)(>|/F«)}.jr«-»-etc., 

formule qui s'accorde avec ce que trouve Lapulce , mémoires de Paris , année 
1777 » page ii5. 

284* Tout demeurant comme ci -dessus, on peut encore donner une autre 
forme à la série qui exprime y^x en oc. 

£n effet, x = F(ce + y^px) devient, en prenant la fonction <p de part et 
d'autre et multipliant par^,^(pj3 = y(pV{oc '•\^y(px) ; faisant^^x = w, 
on a TV = /y(pV{oc + w); comparant avec le n.® 281, on trouve, pour w, 

w = y(px = (pF«.^ H d(^F«)2.^î» -h -oÇK^^*)'*^' + etc. 

+ -p»-»((pF«)«.^ + etc. ; 

substituant cette série dans x = F(ce +^<P^)9 et prenant de part et d'autre 
la fonction \|/ , on a donc aussi 

^x ^ - (E*) 

\^F{a + (pFa^y 4- -D(^Fa)2./3 4- ^Ç2((pF«)5.^3-4-e^^^ 

Cette expression, comparée avec celle du numéro précédent, présente un 
théorème sur les dérivations dont nous nous occuperons par la suite. 

a85. Exemple. Étant proposée l'équation 

X = s^{cc + SxP^ -H yoc9 -f- Sx'' -f- etc. )*, ..... (1 ) 

i^ étant une constante, et ccj €j yy Sy etc. , /?, ^, r, etc. , 5, des quantités 
quelconques ; on demande x. 

En faisant £ec = £1 «'P. vP -h y. «*^. v^ + S. a'^ i''' + etc. , on aura , par les 
n.^ Q 84 et 283 , en regardant ce seul comme variable , la dérivée Dec étant = 1 , 

s s 6 
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aï = (9) 


- f« -+- iD(f«)».H- jç'(f«)5 + etc. -t- ^p"-'(f«)* ■+- etc.]' 






+ etc. H ç^-'Kfa)". D,e»'| -H eta 


• 



En effet , comparant Féquation proposée avec a;= F(.«4-(px), en faisait 
^=z 1 dans les n,^ q83 et 284, on aura 'Foc = vetfy donc (pF« = <p(i'«'); 
ensuite <px = f:i:^ -H yx* H- Ja?'' + etc. , donc (p¥ où = Ci'i'É*'^ H- yi^a'f 

a 

+ iv^o^^ + etc. , série que nous avons représentée par Îcùj donc (pFc« x fac 
De plus, on a -^x = x, ce qui donne •^Yoc = Ftv = i^o^. Substituant 
dans les formules des numéros cités , on trouve la formule ci - dessus. 

On résoudra facilement d'une manière semblable les exemples des n,^ ao 
et 91 du mémoire de Lagranob, cité précédenunent n.^ 26g : nous ne nous 
y arréteco96 pas 9 jl'équation ( 1 ) ci- dessus estant pl^s générale que celles dont 
part La<gaàngb. 

La formule (9) coïncide avec celle que Giammeixà a donnée dans les 
mémoires de Turin , années 1 784 et 1 786 , page 462. 

286. Soient (pu ei'^t deux fonctions quelconques de t^ trouver Ih relation 
entre -^ù exjptj c est -à- dire exprimer ^t par une série dans laquelle entre la 
fonction <pt. « • 

Ajoutant à ^ et en retranchant en même temps la quantité arbitraire «| on a 
^jy^ = \),(a ^ t — x)i et (pt = (p{e6 ^ t — oc) j 
et faisant t — ec = x , la première de ces équations devient 

%J/^ = \J/(«-f- x) =%J/« + D4/a.x -f- p2\|/«. ±2 + p3^^.ap3«|.etc. , 
série que je compare avec la série -^ H- 5x -f- Cx^ -f- -Dx^ + etc. du théorème 
n.o 257. La seconde des deux équations précédentes donne 

(pt == (p{pc + x) = <poù -^ Jycpo^x H- p2(p«.x2 H- ç5^^ap3 ^ etc., 
partant, ^^ — (p« = i}(poc.x -f- ^^qxt.x'' -h 5^(^05. x^ + etc., 
que je compare avec la série x(C -4- yx -f- J'x^ -h etc. ) = xy du n.« 25; , 
en faisant to = 1 ; j'aurai xç=z(pù — (p«, e= D(p«, y = p^^a, J= P^^«i 
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etc. Substituant dans la formule (iv ) du numéro cité, on trouye 

^1^^ = (F) 

\|/« H- (d(P«)-"M)\|/«.((P^ — Jpoc) H d|(d^«)"*. dt|/«|.((P^ — cpecY 

:rp2}(D(p«)-3.DxP«}.(^^-(paf)3 -H etc. -H - p*-* {(D^«>-«.i>4/e«)}.((p/Hp«)«-f-etc. 

Dans cette formule la quantité « est arbitraire , et dans les dérivations on aura 
soin de regarder \|/c« et iy(pec comme des premiers termes, ce qui fait que 
DD\pâg sera = ap^xj^ev, P^d\|/« = 3p5%J/a, etc., tandis qu'il faut prendre 
P^9^' P^<P«9 p^(Pâ(9 etc. pourDD(pev9 p^D(p«, ^^i>(pui etc. respectivement. 

287. Cette solution peut être employée à différons usages : nous allons en 
indiquer sommairement quelques-uns. 

Mettons , dans la formule ( F ) , ^ au lieu de os et ^ + A ^ âu lieu de ^ , A 
étant la caractéristique des différences (finies), <f>c -- (pcc devient Ç(^ + aO 
— (p^ = A<p^, etla formule prend cette forme 

xK^-4- aO = (G) 

lp2{(D^^)-5.Dx|/^}.(A<p^)5H- etc. H- -p«-»{(D<p^)-«.DT|/^|.(A(p^>»+ etc. 

Dans cette formule ù varie par rapport an de d^ = i , et par rapport à A de 
A^9 la différence A^ étant tout ce quon voudra ; dans les dérivations D(p^ et 
\|/^ doivent être considérés comme des premiers termes. 

Cette formule renferme le théorème connu de Taylor comme un cas 
particulier , qu'on obtient en faisant (pu = t : elle donne la solution du 
problème que Lagrange a traité au n.^ 200 de la théorie des /onctions 
analytiques , et elle a Tavantage de présenter une loi de progression bien 
évidente. 14 os méthodes la développent avec Gicilité. 

288. Si dans la formule (F) on fait (pev = o, ce qui suppose que oc soit 
une des racines de (p^ =: o , la formule devient 

'\ft = (^) 

lp2{(D(p«)--3.Dx)/«}.((p^)3 4. etc. +-p«-«{(D(p«)r*.D>|/a|.((p^)«-hetc; 
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et Ton aura autant de ces séries que rëquation <pec =^ o b, de racines. Cette 
formule sert à convertir y^^t en une série ordonnée suivant les puissances de 
^t; elle offre un cas particulier du premier des uages indiqués au n.^ 2 63. 

â8g. Si Ion a Téquation (p^ = o, la formule (F) devient, en y mettant o 
auUeude (p^, ^^ = jl) 

tout demeurant au reste comme au n.^ 386. Cette série est remarquable en 
ce qu'il n'y entre d'autre quantité que ec 9 qui est arbitraire. 

ago. Exemple. Si dans cette dernière formule (I) on suppose \p^ = ^, 
elle devient 

^ . . . . (K) 

— jpM(i><P«)-^-^«'}-(<P«)^ + etc., 

formule qui contient la solution de ce problème : ce Étant donnée une équation 
quelconque (p^ = o , (pt étant une fonction de ù algébrique ou transcendante; 
trouver une série qui donne non-seulement la valeur d*une des racines '^| 
mais encore celle d'une puissance /^ de cette racine. » Ce problème fait lé 
sujet d'un mémoire d'Eu le a , inséré dans le tome VI des noça Acta de 
Pétersbourg , sous le titre : Methodus generalis investigandi radiées omnium 
œquationum per approximationem, , et la formule que l'auteur trouve s'accorde 
au fpnd avec la précédente.' Il observe qu'afin que la série devienne assez 
convergente pour servir à trouver la racine par approximation , il faut prendre 
pour l'arbitraire oc une valeur qui approche fort près de cette racine , et que 
dans ce cas la méthode ordinaire conduit au même but plus commodément. 
Aussi bien allons -nous faire voir que la méthode ordinaire peut être réduite 
à une formule qui coïncide avec la précédente (K), en faisant r = 1 dans 
celle-ci. 

291. La méthode ordinaire est celle que Newton a donnée dans son traité des 
fluxions } Taylor y appliqua le premier le théorème qui porte son nom, et 

rétendit 
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retendit par là aux équations transcendantes {^Transactions philosophùfues , 
tome XXX, pour lyiy)- £i7i;£R, dans le chap.IX de la 2.^P partie de son Calcul 
différen tiel f et Courtivrok , dans les mémoires de V Académie des sciences 
de Paris pour 1744, la réduisirent en formule. 

En partant de la considération de N E\r ton, soit ^ ^ = o une équation 
donnée , et ec une valeur approchée d une des racines , et soit p ce qu'il faut 
ajouter à la valeur de » pour avoir cette racine ; on aura t =z cù -+- p i 
substituant ce -{- p eux lieu de t dans (p ^ = o , on trouve 

— (pa =z= D(px.p H- ^^(PX'P^ H-, Ç^(px*p^ + etc. 
Comparant avec le n.^ q 7 8 , on aura une série pour/? , laquelle ajoutée à ec donne 

t =z X — (D(p«)-*.(pa 4- -D(D(pa)-a.((p«)2 — jça(i>(p^y-5.((p^)3 + etc. , 

formule qui coïncide avec la formule (K) ci -dessus , si Ton y fait r = 1. 

29a, En considérant d'autres équations , on pourroit encore déduire 
différentes formules de notre théorème général ; mais celles qui précèdent 
suffisent pour faire connoltre la manière de l'appliquer aux différens cas du 
retour des séries et des fonctions. 

Nous n'avons pas cherché à exprimer les coëfHciens des séries précédentes 
en termes récurrens, c'est-à-dire en formules qui contiennent les coëfHciens 
précédons , la chose n'ayant aucune difficulté au moyen de nos méthodes* Si 
cependant on vouloit de ces sortes d'expressions, il suffit d'avertir que, tout 
demeurant comme dans le problème du n.^ 253 et comme dans le théorème 
du n.o q37 , les formules (3) du n.^' 335 donnent sur-le-champ 

a = A ^ 

c — *D.e« 



Çxm 

^^-Ç5= » 

JE _ ^p5,g« — cpa.gi» — ^p.C3« 



etc. 



T t t 
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(III.) 

étendons présentement le théorème -du n.^ 95; aux séries doubles. 

Problèmb. 
295. Étant donnée la série double 

^ + -Bx -+- Cx'^ H- Do^ -+- etc. 

-+- By -+- Oxy H- D^x^y + etc. 

-4- C[y2 _|- /J"a:j2 + etc. (i) 

-H Z)'"j^5 -f. etc. 

+ etc., 
et Téquation suivante en a: et^ , 
^ ^ ex -H dx"^ -+- ex' H- etc. 



x{ -t- ^'y +c"^^^ + etc.y = ;ry (f ' -H VÎT +• <J'V "l" ^^^ ^ etc.)'; 

^"^3 +etc. 

+ etc. 

* 

tous les coëfËciens , ainsi que n 9 étant des quantités quelconques , dépendantes 
ou indépendantes les unes des autres ; on propose d'éliminer x de la série (i) 
et de transformer celle-ci en une série ordonnée suivant les puissances de^, 

de cette fojrme : ^ ^ ,^^ ^ ,^3 + b^3 ^ ey4 + etc., (m) 

a , b , c , b I e , étant des fonctions des coëfEciens de ( i ) et ( n ), dans lesquelles 
il neutre ni x ni^. 

ag4. Pour résoudre ce problème , représentons par une seule lettre chaque 
série en y affectée d une puissance différente de x , ainsi qu il suit : 

= B + cy -H Z)'y H- etc. , 

= Z> + JSy + F"y^ + etc. , etc. , 

tf If -«(iv) 

= c -^dy -h éy^ 4- etc. , ^ ' 

= e -^-fy -I- gr'y^ -f- etc. , etc. , 

y y + ^"y^ -f- «'^^ »{- etc. ; 

au moyen de ces notations le problème est ramené à celui du n.^' q 33 , car la 
série (i) proposée ci -dessus devient 

^A 4- ^Bx -f- 'Cx2 -f- ^Dx^ -H etc. , 



'^= 


=^-h-By H-cy. 


+- etc. , 'B 


'C = 


=c+zyy-+-£'y. 


■4- etc. , 'D 


'h -. 


=.b -Jt-dy -hdy'^ 


•+- etc. , 'c 


'd = 


= d-he>y -h/y 


-h etc. , 'e 




'e' = c ■ 


4- vv -h y 
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et l'équation (ii ) prend cette forme 

où ;r est invariable. Comparant donc avec le théorème du n.^ 95; , et mettant 
r au lieu de in et ^Ç^\ -ny au lieu de xsr* ou ^ i le théoréjne donnera 

^A 4- '-Sx + 'Cx2 + 'Z)x3 + etc. = ..... (v) 



2 

i- p». ( '^-3^ D.'-^).'e'5'. ;r3^3 ^ etc. -f- — p"-'. ('*- "'.D.'^.'e'~.7r">'- H- etc. 

Il n y a plus de x dans cette dernière série ; ainsi il suffit de la développer 
suivant les puissances de y^ pour avoir la série (lu). 

Imaginons qu'on ait remis au lieu de ^A^ '&, 'C' leurs valeurs (iv), il est 
visible qu'en développant suivant les puissances de^ , on aura, pour le coef- 
ficient de^" dans le terme général — 'C'"". ç•-^('A-'"^D.'-^).7r*^*, l'expression 
suivante 

où le signe d affecte A et b et leurs dérivées mais non C' et ses dérivées , 
tandis que d' affecte tant ^ et ^ que C' et leurs dérivées. D'après cela ^ il est 

clair que dans ^A le coefficient de y' sera ç'«. A , 

dans 'b-'^nJA. ^Ç^Kyj^y le coefficient de^* sera ç'*""^[C'^A■"^D.J^}.ar, 

dans ^D.(br^'.jy.A)Je^.Tf^y^ û sera -ip'•-^{C'«M>.(A-«^D.^)}.^», 



Q - ' • Q 



dans JÇ2.('*-3^D.^).'C'3^^^3 -^ç'— 5.{e'3/.pa.(^3f.D.>rf)|.;r5, 

etc. , 

dans — ç«- ». ('^«^ d JA). 'C'«'. ^^» i. C'-'p»-". (A"»^ d. A).7f*. 

En rassemblant les expressions écrites dans la dernière colonne verticale i 
on a le coefficient a. du terme général d«^* de la série (m). De là résulte le 
théorème suivant. 

Je n'ai pas besoin d avertir que l'équation (ix) Eut voir que dans les dérivations 
I)', où la lettre change et l'accent ^ c', ^'% a'", /'^, etc. sont des dernières 
quantités. 



% 



aSo 
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Théorème. 

295. Étant proposées la série (i) et réquation (11) du problème précédent 
n.® QgS; pour coriTertir la série (1) en une série ordonnée suivant les puis- 
sances de^ et dans laquelle x ne se trouve plus , on aura la formule suivante 

A H- B^x -+- Cx^ -+- Dx^ + eta 
B^ + <^'^ H- D'xy H- etc. 

n^xy^ + etc. 
UfWyl ^ etc. 

etc. 



Cya -+L jy^cTA^^ 



H- tI.A 






+"i ^^^J^.{Jjr^.ï^.A).Tf^ 



(VI) 






etc., 



le terme général de ce second membre étant 

«• -y* = (v«) 

ji y b ^ Q^ doivent être considérés dans les dérivations comme des premiers 
termes. 

ConOliliAIRBS. 

ag6. I. Puisque les exposans r et 5 sont quelconques, on pourra changer 
r en — r , ou changer 5 en — Sj ou changer à la fois r et 5 en — r et -^ s\ 
on aura ainsi quatre formules différentes , y compris celle du théorème , 
lesquelles répondent chacune à des cas différens de retour de séries. 

297. II. Tout demeurant comme aux n.^ sgS et ag5, si la série à transformer 
est simple, sans^, cest-à-dire si Ion a 

A + Bx + Cx^ + Dx^ -t^ etc. , 

alors A n'a aucune dérivée d' , les termes d'. A , p'^. A , p'^. A , etc. p'*. A 
disparoissent des formules (vi) et (vu) du théorème , et dans les autres termes de 

ces 
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ces formules b' n'affecte plus A , de sorte que A y est constant par rapport 
à d' et variable seulement par rapport à d. 

298. IIL Si la série à transformer est double comme au n.^Qg3, mais 
si l'équation ( 11 ) du même numéro se réduit i la suivante 

j: (i -H co? + dx'^ + ex5 -f- etc.)' = ity (C H- yjy H- V^^y^ -H s'^^ -H etc.)* ; . . . (vm) 
alors on^aura la même série que dans le théorème, avec la limitation que d' 
n affecte point h , qui n'est plus varii^ble que par rapport à n. 

5299. IV. Enfin I si la série à transformer est simple, savoir 

A -h Bx H- Cx^ rh Dx^ -h etc. , 
et qu'on ait en même temps l'équation 

ar(* + ex H- dx^ + ex' + etc. y = -nyip -H y'^y + J"'/' + etc.y, 
où les X et les y sont séparés , alors n' dans la formule (vi) du théorème ne 
peut affecter que C', et les autres quantités sortiront de dessous de ce signe* 
Ainsi la formule deviendra 

A -h Bx -¥- Cx^ -+- JDsi^ -+• etc. = (ix) 






y^ -+- b-^j^.A.^'^.€\n y^ 
1d.(^- ^.i^.A).i>KÇ!^'.n^ 



etc., 



et le terme général de cette série sera 

où .e^ , ^ et ff ' sont des premiers termes. 

Puisque les coëfficiens de y sont séparés de ceux de x dans Téquation 
précédente, on peut omettre les traits dans le second membre et écrira 
simplement C -f- y^' + iy^ + etc. \ et partant supprimer aussi le trait qui 
affecte d' dans les formules que nous venons de trouver. 

Quant aux développemens ultérieurs des formules que nous venons de 

donner depuis le n.® 393 , ils n'ont aucune difficulté après ce qu'on a vu 

dans l'article III. 

U u u 
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(IV.) 

Appliquons maintenant le théorème précédent n.® sgS et ses corollaires au 
retour des séries doubles et des fonctions à deux quantités. On peut tirer de 
ce théorème un grand nombre de conséquences , mais nous nous bornerons 
à quelques - unes , qui suffiront pour en faire voir la fécondité et la manière 
de l'appliquer. -_-------. 

3oo. Étant donnée Téquation générale d un degré quelconque , 



bx -4- cx^ -H dx"^ ' 


■+- ex^ H- etc. 


Vy H- éxy -H d}x'^y 


-H ^x^y + etc. 


-f- c'ya ^ d}^xy^ 


-4- e"x^2 .4- etc. 


^ dy^ 


+ ^";ry3 4- etc. 




4^ ^^4 4- etc. 




-4- etc. ; 



(O 



on demande la valeur de la racine x^ exprimée en^, c'est-à-dire les valeurs 
des coëfficiens de l'équation 

X := hy + cy^ + hy^ -f- ey4 -f- etc. (a) 

C'est le cas de LsibmiZ| qu'on trouve dans le tome III de ses œuvres, page 366. 



Je mets l'équation proposée sous cette fortne 
A -4- ex -H dx^ 



c'y 



œ 



d'xy 



y 






etc. 
etc. 
etc. 
etc. 



(13) 



_^(^'4-c'y +rf"y +4?'^3+etc.)î 



+ etc. 

comparant avec le théorème, n.^ sgS et 293, on aura^ puisque x remplace 
ici toute la série (i), yf = o , B = d.A =1 1 , et toutes les autres dérivées 
de >4 = o ; ensuite , en comparant la dernière équation ( 3 ) avec l'équation 



(n) du n.® Q93 , on aurar= i , jf 



— 1. s 



i,C' 



y> 



iy 



etc. 



b' 4- c'Jy H- ^'"ja 4-. etc. Ainsi la formule (vi) du théorème donnera oéUe- ci 



x=-^'.*-^^ — D'.(^'.A-»)ly2 _ ç'2.(A'.*-i) 



2 






(«) 



ri _ 









etc., 
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formule dont la loi est manifeste , et dans laquelle le terme général est 
— p'— «.(A'.*-') + ç'— ^(y^ in.*"») — p'«-5.(y3. i.ç2.i-i)^. etc. 
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Soi. Voici les premiers termes du développement réduit de cette série; oa 
peut le continuer aussi loin qu'oifyoudra par ce quia été dit aux n.*" 1 7 8 et 1 3o. 

X = 






- è'»[lr-\e>' - 3lr^c'.d< - (SîrAd" - 6^c'3).c3 - 7Ué'(j!r^.d' - 3h-^.c) 

— {ib'd'" -H c"a)*-5c 

c"(i-»e"' _ ^3ac'<i"H- *-4c'3)-4- d"'{h^d" — ^-'c'») -h é^'.b^—f^ïr^ 

- V\h-\f» - 3*-4c'.e" - (3^4<i" - 6*-Va).^'— (?^4e"'~ 6^-59c'<i"+i 0*^0*3)0] 

- 9^c"[3-5.e" - 3*-4c'.<i' -(3*-4<i" - 6*-V»).c]- (a*'<i'" -H c"»X*-'-«i' -3*-4c'.c) 

-(aiV- 9c"<i"').*-5c 

*'3[ft-4./" - ifi-^d.é - (4*-5/i" _ ioA-«c'3).rf I - :i*-5(ace" -H d'^) 
^b-^d.icd' - ll^i-7c'«.c»]+3AV(ft-4.e' - 4*-V.<i | - i*^.ac<i' 



^ 



a. a 



4.5 



*-6c'.ca) + {5b''d"' -4- 3*'c"=»X*-^<^ - -ft-5c») 



— ft'4[i-5./' - 5*-6c'.e I - -ft-6(9C.c' -H 9<i'.<i) 



5.6 



A-7c'. ac<i| 



^' ^ *-7.3c»<i' - iill*-«c'.c3] - 4*'3c"(ft-5fi - -*-«ac<i H- ^i-7c3) 



2.3 



a. 3 



9.3 



A-*3c'd - Ël2lij-9c4] 
a. 3 a. 3. 4 •• 






-4- { etc. }.^ ■+• etc. 
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3oa. La Tègjit que Lbibhiz a donnée est pour résoudre le problème en terme» 
récurrens ; notre solution a Favantage de donner les termes de la série indé- 
pendamment les uns des autres , avec lexpression du terme général : comme 
cependant la solution en termes récurrens offre ime loi simple au moyen de 
nos notations , et que Leibniz a supprimé l'analyse quil a suivie , nous allons 
aussi donner une solution en termes récurrens. 
Puisque Téquation (q) n.^ 3oo devient, en élevant à la puissance p^ 

xP = hPjyP -H ly.hP.^P-^^ -h p^. ^p.^p-t-a + ç^hP.^P-^^ H- etc. ; 
donnant à p successivement les valeurs i , Q > 3 , etc. , et substituant dans 
l'équation ( i ) , celle - ci devient 

o = bi^x 



V.y 



hy"" 


H- *b.^5 


-H bt*y^ -H etc. 


cl^.y^ 


+ CD.b2.^5 


+ cç 2. 16^.^4 -f- etc. 




+. dh^jr^ 


-f- diy.h^.jr^ -h etc. 

+ eb4,^4 4- etc. 

-4- etc. 


c%jr- 


+ c'D.b.j^5 


-t- c'p2.b.^4 -f- etc. 




+ d^h^.y^ 


+ ^'D.b2.^4 + etc. 

-4- ef h\y^ -4- etc. 

H- etc. 


• cf^^r 


+ d"f>.y^ 


+ d^'B.i.y^ -h etc. 

-H ^'b^.^^ + etc. 

-h etc. 




-h d'^'.y^ 


-h e"' b.^4 -h etc. 

+ etc. 

-H ef^.y^ + etc. 
+ etc. 



De là on tire , en égalant à zéro séparément les sommes des coëfEcieiis des 
diverses puissances de y i 

c" -+- 0*6 -t- cja 









d'il -f- d"h H- d'i* -f- di^ -f- c'D.b -+■ cD.bt 

- , 



(*) 



_ t!^+ e/"i +e"fe«+ e'fc3-t-eb 4 +<i"D.b +<i'D.b« + </D.b3 + c'p«.b + cp«.b« 
e ■ ^ , 

«te : U 
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la loi se saisit facilement ; elle est élégante et simple. Ces formules donnent 
les mêmes résultats que la régie de Lbibniz. 

3o3. Leibniz traita le problème précédent à loccasion d'un cas, beaucoup 
moins général , dont Moiyre avoit publié une solution dans les Transactions 
philosophiques , tome XX, pour i6g8. Voici ce cas. 

Étant proposée l'équation 

œ^b-^cx-^ dx^ -+- ex^ + etc. ) =^ (ff' + y'^ + J'V + é^y^ + etc. ), 
on demande la valeur de x %xl y. 

Il suffit de faire , dans le numéro 999 , r=^i,^=:i, ^=1,. y^ = 0| 
B = j}.A = 1 , et C, DfEj etc. = 0; et la formule (rx) donne 



= Ir^b^. 






(0 



J2 ^ 4-«ç't.e' 






J' 



etc. 



Rien n'est si aisé que de faire les développemens réduits , car ici d n'affecte 
que b et d' que Ç' ;• ainsi nous ne nous y arrêterons pas. La solution de Moiyre 
est en termes récurrens ; et il est aisé de voir qu'en supposant x = b^ + ty^ 
b^3 ^ e^4 + etc. , on aura , en comparant avec le numéro précédent , 

b 



ji 



cb- 



(î"' — Jb5 — CD.b» 



(b) 



^ ~ b ' 

etc. Ces formules développées coïncident avec celles de Moivrb. 



^ 3oo, 
repré- 



3o4. Dans le cas de Leibniz , c'est-à-dire ayant l'équation ( i ) du n. 
on demande l'expression en^ d'une fonction quelconque de x eldey^ -^^.-^ 
sentée par \Kx,^), en supposant que cette fonction puisse se développer 
suivant les dimensions de x et de y. 



X X X 
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Je mets réquation proposée sous la forme (3) du n.^ 3oo, et je la compare 
avec (il) du n.® qqS, où il faut faire r = i , s = i , et ;r = — i ; je 
développe \KaH-a:,a'H-^), ce qui donne 

•vP(a:,^) = y^/ic^iCi!) H- D\i/(a,a').x -i- ^^'slj{ajo!).x^ + etc. 

D'\i/(a,a').^ + D'D\p(a,a').xy + etc. 

ç'2\Ka,a';.j'3 ^ etc. ' • 

etc. , 



>!/(«/) 



pourvu qu'après les dérivations efTectuées , dans lesquelles dû =£ i et D^a = i , 
on fasse a = o , et a' = o. Je compare ce second membre avec l'équation (i) 
du n.** 293 , et le théorème du n.® qv^5 donne 

-Hetc, 



i>'AK<i,a') 



4- ç'3^(a,a') 
o après les dérivations. 






en faisant a = o et a' 



3o5. L'équation o = bx -{- cx^' -f- dx'^ h- etc. 

— ^y "*- ^^ + d^xy + etc. 

_ c'ya ^ rf"^j^2 + etc. ( 1 ) 

— rf"[y3 4. etc. 
— etc., 
qui ne diffère de (1) du n.® 3oo que dans les signes de V ^ d\ J'", e'^, etc., 

étant proposée; on demande l'expression en^ de -^x^ ou plutôt de \K^), en 

supposant même que cette fonction ne puisse pas être développée suivant les 
puissances de x 



Je mets l'équation ( 1 ) sous cette forme : 



^y 



— i 



{V 



cy 



d^y^ + etc.). 



ex 



dx^ 



d' 



etc. 
xy -f- etc. 
d^^y2 + etc. 

etc. 



— 1 



..(i) 
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et en prenant de part et d'autre la fonction \p, j'ai. Une variant que selon d'. 



-K^) 






etc. 
etc. 
etc. 
etc. 



....(3) 



Je compare ce second membre avec la série (i) du n.® 293, et avec l'équation 
(11) du même numéro l'équation (3) du n.** 3oo , en y changeant les signes 
de b\ c", <i'", etc., ce qui donne ;r = 1 ; et l'on a, par le théorème du n.^395, 

.....(0 









r- 



p'3. >!/(*'*-») yi 



En développant on observera que, dans '4/(^'^~'), b' et b sont indépendans 
l'un de l'autre , et que b' n'a point de dérivée par rapport à d sans accent. 

3o6. Exemples, j." Supposons que dans le cas présent on veuille avoir la 
valeur en ^ de x* , puissance quelconque de x. 

Je ferai "^{xy-^) = x^y-^j \|/(^'^») = ^*.^, ce qui donne A-"d.\|/(^^-») 

D.^-*-", à cause que b' n'a point de 



etc. 



b'Kkb-*-k-^o.b 



b'K 



k •{• n 



dérivée suivant d; donc la formule (f ) devient , ep multipliant tout par^*, 



b'kb-Kyf^ + d'.(*'**-») 



i'*+i 



k + i 



Kb-l'-* 



X" 



(9) 



p'=».(*'*è-*)lj* 



+ * 



d'. (*'*+» 



k + i 



D.b-^-1) 









H- p'?. (*'*+« jç--_D. *-*-«) 

+ ^*+3 _* p3. ^-t-3 

A + 3 = 



y 



4-3 



etc. 
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2.** Dans la même hypothèse on demande logx. 

On fera vp^xj^-') = log(«j-») = logx — logj, \J/(i'A-') = log(6'6-»); 

donc D.log(A'i-0 = *"•»•*» — P»'"'-(*""0'log(ft'*-')) devient ^p"-*"", 
et la série sera 



log^ 



(^) 



logib'b-y) H- d'. log(*'*-0 



^ H- ç'». log (*'* -) [y* -H p'3. log (*'A - >) 



d'.(*'d.*-') 



p''.(*'D.i-') 



etc. 



307. Dans le cas de Moiyrb , les formules précédentes pour x* et log.r 
deviennent » , ^ 



35' 



*-*eV 



+ 



« + 1 



ft-*D'.e'* 



D.4-*-«.C*+» 



/ 



+ 1 



A + 1 



+ i-*p'».e'* 



A+ 9 



pa.*-*7».C'* + 



■t+a 



etc. 



I 



iog(*-e» + D'.iogff' 

D. *-«. f 



logo; = 
^ -1- p'^.logÇ' 

D.*-»D'.r 

ip».ft-«.?'3 



(0 



p'3. logC 

D.*-«.p'a.C 

ip».4-«.D'.e'a 
fp3.i-3.Ç'5 



etc. 



5o8. Étant proposée Téquation suivante 
CxP -f- yxP+1 + JxH-a* -H gxP+Sj + etc. = Ç^ ■+■ -/Jy *+' +^'y +»/_}- g' fyk+zi -|_etc. , 
on demande à exprimer en y une fonction de x. 

Je représente par 9 tout le second membre de Téquation proposée , ce qui 
ramène ce cas à celui du n.^ Q73 ; puis, ayant mis à la place de 9 sa valeur 
dans la formule (g) ou dans la formiJe (h), on développera chaque terme 
en une série en jr. Prenons des exemples pour éclaircir le procédé • 

1.^ Supposons qu'on demande a:^ 

La formule ( i ) n.^ 276 donne , en y faisant « = 9 , mettant au lieu de 9 sa 

valeur 
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valeur et développant chaque terme en une série en y , 

...(0 



X' 



- - ^' ' .1 i-'+/ -L 1 *:+,/ 



-l^ç».e '' .C ' .^ '' 4- etc. 

etc. 



La loi n'est pas difficile à saisir. Cet exemple fait le sujet d'un mémoire du 
Professeur Hindenburg , qui a pour titre : Prohlema solutum maxime uni-' 
versale ad serierum, reversionem foimulis localihus et comhinatoriO'^tnalyticis 
ahsolvendam. paralipom^non , Leipzig I7g3. 

2.<^ Supposons maintenant qu'on demande logo:. 

La formule générale pour log a; du n.^ s 7 7 donne , en faisant (« = 9 , observant 
que log(C-»-/'. 9*-p) = log(Ç-*-/') + log (9 ^-Z'), puis mettant partout au lieu 
de 9 sa valeur et développant suivant y , 

logx = (m) 

1 JL i- * — L 

log(e ''^'''.y) H-DMogÇ'^.y -H pMoger.^2' + p'3.logff'''.^3/ + etc. 

It^.Ç p.Ç^P'yf' -^'i^.G p.v^e^p.yp -»--ï>-ff ''.ç^e'^.j^'' 4-etc. 

±ç^.C ^.e'/'.j^+-p^.ff ^i>'-ff'^J^'' 4-etc. 

^ -i-etc. 



Sog. Dans Téquation ( 1 ) du n.^ 3oo le terme sans xety manque ; soit 
donc à présent l'équation complette d un ordre quelconque 

a 4- ix -H cx^ -+- etc. 
+ i|y -H c'xy + etc. 



c^y -H etc. ^ ^ ^ 



etc. 



Yyy 
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on propose de tranaformer, en une série sans x i la série double 

-/f -i- Bx H- Cx^ -h etc. 
By -H Cxy -4- etc. 

C^j2 ^ etc. 
etc. 



(a) 



Je mets Féquation proposée sous cette forme 

i + co? -f- dx^ -H etc. ") ( 3 ) 



(Jy -I- if'a^ H- etc. f , ,1 If ,111 < X 

a; 7 -^ . ./ > = — (a -H iV + c'y* -H ^'V -4- etc.). 

+ ^'^2 ^^ etc. ( ^ ^ -^ ^ ^ 



etc. 

Goqiparanr avec le théorème du n.^ ^93, tout de même que n.^ 3oo , j'ai 
r z= 1 y s'z= 1 ; mais de plus je ÉBiis ;r =i -— ^""S et Ç' = a, y" = b\ 
J'" = c" , etc. , et la formule (vi) du théorème donne 

A + Bx + Gr« + etc. 

+ -Sy + Cxy + etc. 

+ C'y + etc. « ~ ^"^ 

+ etc. 

^ + iJ.A.y + Ç'*.^.^* + ç''.^-y + etc. 

— a.J-».D.-/^ — D'.JAi-'.D.-/^}.^ — p'«.{a.i-iD.-^}.^» — etc. 

+ fa»D.(*-«.D.u^)^ +fD'.{a»D.(ft-*.D.^}.^ + etc. 

— 7a3p».(i-3i>. ^) _ etc. 

+ etc. , 

formule qui , quoiqu'elle ne soit pas ordonnée suivant les puissances de ^ , 
présente une loi fort simple : si on vouloit l'ordonner suivant les puissances 
de V , il n'y auroit qu'à écrire de suite les lignes obliques en commençant 
par celle sans y y alors chaque coefficient formeroit une série infinie. Le 
terme général se condud aisément de la loi des termes. 

5io. Voici à présent un problème très - général. Soit Téquation 

a + bx + cx^ + etc. ^ ( u + Cx + yx^ + etc. 

+ by + éocy + etc. f .1 + Çy + y'.ry + etc. . 

^ ^ + c"/2 -I- etc. l ~ j + y"^2 + etc. ^ ' ^^ 

+ etc. 3 \ + etc. 
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on demande la valeur en y et sans x de la fonction 

A -^ Bx ->r Cx^ H- etc. 

F ^ 4- ^y + Oxy -H etc. } . (5) 

Oy^ -4- etc. 



La solution se déduit facilement de celle du problème précédent ; car , en 
développant l'équation proposée et en transposant, on a 

D.(pa — D.\|/« -H (p^.spa — p«.\p«).a: -f- (p'.^a — p3.\|/«). a?» -H etc. 

+ (d'.d.^ — v/.i>.^où)*y -H (n'.p»^ — D'.p^\p«).xy -t- etc. 

-4- etc. 

— { {(pa — 4/«) + {vf.(pa — D'.\p«).^ + (p'«.(pa — p'^.-vp»)- J* ■+- etc. | . ... (6) 
De plus, la fonction (5) devient 

¥A H- r^.YA.x -+- p«.F^.a:« -f- etc. 
-h -D^.FA.y -+- "o'.B.FA.xy H- etc. 



+ p'». F^ ^» -h etc. ^^^ 



etc. 

Comparant avec ( 3 ) et ( a ) du numéro précédent , on voit qu'il suffit de 
mettre FA au lieu de A , (pa — \|;<« au lieu de a , j}.(pa — n.v^ev au lieu de b , 
et ainsi du reste, et de considérer les expressions i}.(f>a — n.ylfcc et (pa — \p<«, 
chacune comme un prçiftier terme dans les dérivations ; la formule (n) 
donnera la série demandée. 

I 
3ii. Les caa^des séries simples ne sont que des cas particuliers de ceux des 

séries doubles ; on peut donc déduire de la solution précédente celle du cas 

suivant, qui est très-général : mais il est encore plus simple de la déduire du 

n.^ Q95 ou du n.^ 299; elle se tire aussi très - fisicilement du n.^ 33;. 

Soit ^ = a -+- Ax + cx^ + dx^ -f- etc., •••(8) 

on demande à convertir 

F(^ + ^x + Cx^ + Dx^ + etc.) (9) 

en une série dans laquelle entrent (f>y et ses puissances , sans x. 

On aura, en prenant la fonction (p des deux membres de (8), 

x{i}.(pa -+- ^^.(pa.x + p3.(pa.x2 -+• etc.) = (^ — <P^ (10) 



^2 B^ X^ALCUXi 

Je compare cette équation avec Féquation (u) n.^393; f aurai r = 1 , ^ = 1 i 
& = ï^.Ça ( qu'il faut prendre pour un premier terme dans les dérivations ) , 
^ = ((j)y — (pa)j'^^ e' = 1 , et y, ^'", etc. = o ; de plus A = F^ : et Ton 
voit que tout ce qui est affecté de d' dans la formule (yi) du n.^ aq5 en 
doit disparoltre ; ainsi cette formule donnera 

F (A -{- £x -h Cx^ + Dx^ -f- etc.) = (0) 

¥A + {T}.(payKiy.FA.{<py — (pa) + ^D.{(D.(pa)r\'D.FA].{(f>y — Ça)* 

+tP** { (D.(pa)-3 D.F^ } .{(Pf — (pay +etc. H — ç«-». { {u.cpay^D.FA } -{(py-^ay + etc. 

Si on vouloit que la série fût ordonnée suivant les puissances de (py , alors 
chaque terme deviendroit une série infinie ; il suffît , pour donner cette forme 
à la série (0), de développer ((py — <P^)^) {(Pj — ^)^) ©te. , {(py — ^^)*i 
etc. par la règle du binôme. Comparez avec le n.^ 286. 



3 12. Tirons encore du théorème du n.^ 295 deux autres théorèmes, dont 
Tun en est pour ainsi .dire le pendant , et l'autre en est une généralisation. 
Étant proposée la même série double (i) qu'au n.^' 293 , savoir 

A -{- £x -h Cx^ -h etc. 
-H jBy + C^xy -+- etc. 

^ Cy -H etc. (^) 

+ etc. , 

mais, au lieu de l'équation (11) , l'équation suivante 

ç' 4- y!x +*(J'a;2 -H etc. Y 



-t- yV -H ê'^oof H- etc. . 
x{b^cx-hdx^^ex^']-etc.]t==7ry\ ^ ^ ^ ^^^ ^ • . . .(q) 



etc. 

transformer la série (1) en une série sans x et ordonnée suivant les puissances 

de^. 

Pour ramener l'équation (3) à la forme de l'équation (11) du n.® QgS , je 

divise les deux membres par la quantité qui multiplie nf dans le second, ce 
qui donne ^ ^t ^ y^ ^ j/^^ + etc. ^-^ 



-h yV -+- S^^ooy -+- etc. . 
x\b + ex + dx' + etc.}t \ -^ ^ ^,,/; ^ ^^^ } —Tty, 



etc. 

ou, 



/ 



y\. 



X 
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« 

ou , en développant et faisant attention qu ici b n a point de dérivées suivant 
d', et qu ainsi il faut toujours mettre b et b^ hors du signe d', 

^t.Ç'-tf + jy.{bt.Ç^'i).x -H Ç2.(^r.e'-^).a;2 + etc. 

+ btv!.l^^-^.y -H i^.{btïJ.Q^'^).xy + etc. . 

/ -^-^ 7tY* • • •(3) 
*tp'a.Ç'-^.^2 ^ etc. ' "^ 

+ etc. 

Je compare à présent cette équation (3) avec l'équation (n) du n.° 393, 
et je vois que ces deux équations coïncident si Ion fait dans celle-ci r == 1 , 
j= o , Ç' = 1 , et qu'on change b en b^Ç^-^ : ainsi la formule (vi) du n.** 395 
donne sur -1er champ la suivante, en mettant partout b hors du signe o', 

A + Bx -h Cx^ H- etc. 
Sy + Oxy -+- etc. 
Cy^ + etc. 



etc. 



iJ.A 

% 



(i>) 






p'3. ^ U3 



Le théorème que présente cette formule est aussi général que celui du n." 
295. On voit qu'il règne- entre ces deux théorèmes une sorte de réciprocité 
symétrique : ici 5' a des dérivées selon d et d', et b n'en a que selon d ; là 
b a des dérivées selon d et d', et 5' n'en a que selon d'. 



etc. 



3i3. Si l'équation est 

b -i~ ex ■+- dx* 

d'xy 

d"r 



X 



^y 




— (4) 



et la série à transformer la même que la série (i) du numéro précédent; dans 
ce cas j 5^ et b ont chacun des dérivées tant selon d que selon d' ; et par une 
analyse semblable à la précédente, on conclud du théorème du n.® Qg3 le suivant^ 
plus général : 



Z z z 



\ 
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BU C A li 


C li 




A -^ Bx '\^ Cx^ + etc. \ 


« 


+ -Sy -+- Oxy + etc. r 




+ C'y» ^ etc* ( 




+ etc. ) 


• 


y + p'^- -^ 


r 


+ p'3. ^ 


+ D'.(^-''.C''.D.-/^).7r 


+ p'^ 


|.(i-'.C''D.w4).;r 


^-^D.{i-«^e'«^D.u^|.;r2 


+ iD.D' 


.(ibr-V.^'^,1i.A).Tf^ 




+ 7P^- 


(*-3r.e'3'D.^).7r5 






etc. 



formule dans laquelle b et Ç', ainsi que A , entrent également sous les signes 
D et d'. Au reste , b etC^ sont toujours des premiers termes, et ly.A est un second 
terme. Cette fdhnule comprend comme des cas particuliers celles des n.^ Q95 
et 3 12. 

3 14. Venons au retour des fonctions. On peut proposer , pour les fonctions 

m 

à deux quantités , difFérens cas plus ou moins étendus , analogues à ceux des 
n.^ 278, 2791 280, 282; arrêtons -nous seulement à une extension du cas 
du n.^' 282. ^^^^B 

Étant donnée Téquation 



^ = a -H y(p{^t^y) j ou bien 



t ^ a 



yy 



(O 



<P(^,^) étant une fonction quelconque de t et de^ ; trouver la valeur de \)/^, 
fonction quelconque de t^ par une série sans r, ordonnée suivant les puis- 
sances de y. 

Je fais /: = tf -+- a: , et je mets ^' + ^ au lieu de y dans le dénominateur 
de ( 1 ) , et après les développemens je ferai a' = o ; de cette manière j'aî 

Ç)(a + r,a'+j.) =J-'^"(«)>et^P^ = ^P(a + a:); .....(3) 

et , en développant le dénominateur de l'équation (q) , 

(p{a^à!) -t- j>(p{aja^).x -t- ^^(p(a^a').œ^ -+- etc. 

D'(p(a,a').^ H- i}^D(p(a^a^).xy rf- etc. 

p'2(p(a,a').j,a ^ etc. 

4- etc. 

Les signes n et d' indiquent des dérivations différentes , d en faisant varier a 
seul dans <p{a^a*)^ et d' en fusant variera' seul; Da = i, et D^a^ =s i. De plus, 



— 1 



x 



y. ...(4) 
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\|/^ = -v^tf -H Dy^fa^x -H ^^a.x^ -H y^y^a.x^ H- etc. ; . . .(5) 

Je compare l'équation (4) avec (n) du n.<> Qg3 , ce qui donne r = 1 , 

^=(p(a,a') y s=Oj 7r=ij C == 1 ; je compare «ussi le second membre de (5) 
avec la série A -{- Bx -^ Cx^ -H etc. du corollaire II n.*» (^97, et, en 
observant ce qui a été dit dans ce corollaire, le théorème du n.<» 2g5 donne 

(«) 



-^a H- D\pa. (p (a, ai ).y 



fDfD%|/ô.[(p(a,a')]*| 



r 



D\p^2. p'^(p(«,a') ^5 



etc. 



D\pa. p'3(p(^^iï') 
fpMD%|/a.D'[(p(a,a')]3| 

On aura soin de fsdre a! = o après les dérivations effectuées. 

3i5. Si l'équation proposée n'^voit pas de^ devant <p, si elle étoit 



(Pi^jy) 



ou 



1 ; 



. • • . • (6) 



\J/a 4- D\|;a.O -H D\p£Z. d'©.^ 

fD(O\(/^Z.0a) 



alors, tout demeurant comme précédemment, il suffîroit de faire yr =^-», 
et en mettant, pour abréger, 9 au lieu de'^(tf,a'), la série seroit 

•vj/^ = (85) 

D\[/a.ç'3 0.^* -H D\(/a. ç'30.^5 -f-etc. 
xD(D\pa.D'0»).^ -V-îD(D\(/a.p'«0«).^a -f-etc. 
ypa(i,^û.03) ^ jp«(D\|/a.D'03).j -f-etc. 

H- ip3(n\|/a. 04) -f-etc. 

-H etc. I 

expression qui, quoique non ordonnée suivant les puissances de^, présente 
cependant une loi fort facile à saisir. 

3 16. Étant donnée l'équation ^=:F(/7, ^y j)^ dont le second membre est 
une fonction quelconque de j9 , ^ , ^ , qui devient fonction de p seul lorsque 
^ z= oi trouver la valeur de ^, et même d'une fonction «vj/^ de ù en p et^, 
par une série ordonnée suivant les puissances de y. 



2^6 DUGALCUL 

C'est le cas de Cousin, dont il a publié une solution ^ pour la première 
fois dans les mémoires de V Académie des sciences de Paris ^ année 1783 , 
pages 66 i et suivantes , ensuite à la fin de son Introduction à V Astronomie 
physique, et encore au n.® 592 de son traité de Calcul différentiel et intégrjol, 
Paris, an4•^ La solution que nous allons donner en diffère à plusieurs égards (^)» 



Puisque ^{p%t^ y) devient fonction de p seul lorsque ^ = o , il faut que 

cette fonction soit de la forme P -h-ycpipj ^1^)* ^ étant ce qu'elle devient 

lorsque ^ = o , et lautre ^RTtiey(p{p j t^ y) étant affectée de y hors du signe 

Ç>j c'est-à-dire, tous les termes qui n'entrent pas dans JP étant multipliés par^, 

afin qu'ils disparoissent quand on fait^ = o. L'équation proposée devient 

donc n ^/ V i* t ^ P , ^ 

^ = ^ -^a^iPy ^^jyh ou bien ^^^^ ^^^^ =y (7) 

Je fais ^ = JP -f- a: , et je mets a' + ^ au lieu de y dans le dénominateur 
de ( 7 ) } et après les dérivations effectuées je ferai a' = o ; de cette manière 
l'équation ( 7 ) et la fonction cherchée \)/ 1 deviennent 

= y (8), xP^ = %K/'+ X) (9) 



a; 



(p{p,P + œ,a'+y) ^ 

Pour développer on regardera p comme invariable , jP et a' comme variables, 
mais P ne variant que par rapport an, et a' que par rapport à d' , dP étant 
= 1, et dW-= !• 

Comparant les équations (8) et (9) avec (q) et (3) du n.^ 314, on voit 
qu'ici P remplace a, et qu*au reste les équations sont de même forme; d'où 
il s'ensuit , qu'en mettant , pour abréger , Q au lieu de <p (/? , Pja')^ on a 
par la formule ( 91 ) , 



y^P^Dy\/P.Q.y + d\(/-P.d'Q 



>|/^ = (6) 

y2 4-Dx|/-P. p'aç 
^DiD-^P.D^q^) 



etc. 



y^ ^ D>j./>.p'3Q 

|p2(D%|/P.D'Q3) 
ip3(DxpP.Ç4) 

On effectuera les dérivations D et d^ comme nous l'avons indiqué ci-dessus; 
puis on fera a' = o. 

■■ ■■■■■■ ■ ■ I ■ ■ I •■ ■ ■ m 

' {*) Il y a long- temps que j*ai trouvé cette solution ; mais je m'aperçois, au moment de livrer la feuille 
à Timpression, que le Professeur Pfaff, un des meilleurs Géomètres de TAlIemagne, a tiré du théorème de 
Laoranoe , n.^ aSa , une solution peu différente de la mienne. Voyez page 338 du premier volume de ses 
Disquisiiiones analj-ticc 

On 
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317. Soit proposée cette équation plus générale, 

^ = f{^ -H7-<P(P)^iJ^)l» (10) 

P étant fonction de p seul; on demande '^v eupety^ sans ç. 



On suppose, comme n.« q83, i: z= P ^ J^iPi^jJ^)} substituant dans 
(10), on a ^ = f/^, partant • 

t ^ P 

ou , en faisant ^ = i^ -H ^ , et mettant a^ -h y au lieu de^ dans le dénominateur 
de ( 1 1 ) , sauf à faire a! z=z o après les dérivations , on a 

._ ^^_^___=^ ....(l3), yl^^=yi^[{P + x) (14) 

En comparant (i 3) et (14) avec (8) et (9) ci-dessus, on voit que ce cas se 
ramène au précédent et qu'il est résolu par la formule (<5) , pourvu quon y mette 
fPau lieu de JP, partant %(/fPau lieu de\pP, et (p(/?,£P,a') au lieu de (p(p^P,a!)^Q. 
dP est toujours = 1 : on prendra P pour la variable dans \p£P : dans les dériva- 
tions v\Qzz(p(pj(P^a^) sera considéré comme fonction de a! dont la dérivée n'a' 
est = 1 ; mais dans les dérivations n , Q sera considéré comme fonction de £P 
dont la dérivée est dCP; ainsi, mettant un point après d lorsqu'il se rapporte à 
Q, on fera D.Q = DQ.DfP, p^-Q = nQ.p^fp _)_ paQ.(DfP)3, etc. 

5 18. Quelle que soit Téquation , (p(^,i^)=: o, qui donne ^en 1^, algébrique 
ou transcendante ; on propose de trouver une série sans ù , qui donne la valeur 
dune fonction quelconque F(/^, m). 

Ce problème général fait le sujet d un mémoire de Lambert , inséré parmi 
ceux de l'Académie de Berlin pour 1770; mais la solution qu'il en donne me 
parolt laisser beaucoup à désirer. 

Je fisds ^ = ^]t -f- X et w = a' -+- ^ , a et a* étant des quantités quelconques ; 
la fonction F(/^, w) devient 



F(^, w) = F{a^a') -f- D¥{a,a').x + i^^F(aya^).x^ -f- etc. 

D'F(û,a').^ H- DD'F(a,a').a:;^ -+- etc. 



p'^F(a, a V^ -f- etc. ^'^ 



etc. ; 
A a a a 



2y8 DU CAIiCUIi 

série qui a la même forme que fb série (i) du n.^' QgS. Le signe d se rapporte 
à a et le signe d' à a' , oa = i , et vlai ^= i. L'équation proposée ^(^, u) =^ o 
devient de la même manière 

o = (p(a,a') + D(p(a,a').a? -H p2(p(a,a').a:« -H etc. 

D'(p(a,a').^ H- -Dvlcpia^al^.xy + etc. 

p'2(p(^^^').^a ^« etc. 



etc. ; 
d*où Ton tire , en transposant , 

D(p(^z, a!) + p^(p(^, a'), j? -H etc. \ (3) 

x\ 4- DD'(p(a, a').^ + etc. ^ = — I (P(«,^') -»-D'<p(a,a0.j^ H- p'^(P(<ïf ^')-/* + «*c. } 

etc. 

équation de la même forme que Féquation (u) du n.'^ Qg3. Comparant ^ on a 
r=: 1 , j = 1 , ;Br = — J^^S ^=D^(a,^ï'), V =(p{a^à!)^ A -=^{€1^^). Ainsi 
l'équation (vx) du n.® 293 donne sur-le-champ la formule suivante : 

F(^,i/)= (©) 

F (a, a') ■ -H D'F(a,a').^ -4- p'^F(^>^')-r* 

i[(P(a,aO]^.D { [D(p(aX)h*.DF(a,a') } 

ç'3F(a,û').j.3 
Ç'2 { (p(a, a'), [ixp («, à!)Y «. DF(a, «') | .y^ 



etc 

•• -f[<p(^i,^»')]3.p»{[D^(«,«')l-'-DF(a,a';| 

Dans cette série , D(p (a, ^z') et <p (a, a') sont des premiers termes, mais DF(^,a') 
est un second terme : ainsi il faudra mettre p^(p(a, a') , p3(p(ii,a'), etc. au lieu 
de DD(p(^i,a'), p^D(p(<z, a') , etc.; mais on écrira o.^^'E\a^d)^ 3p3F(a,a'), etc. 
au lieu de DDF(û,a'), p2DF(a,a'), etc. 

3ig. L'équation (2) du numéro précédent se met aussi sous cette forme : 

( 4 ) . . . • . f (p{fly^) +^'(p{^}^%y +DD'(p>,û').;ry + etc. 

x\ D(p(a, a^) + p2(p(a,a').cc -H etc. }==-- \ + p'^<p(^)«'>^^ + ^^c. ^ , 

+ etc. 
où D^(a,a') n'a que des dérivées d , et où (p(tf|a')n'apoint de dérivées indiquées 



* . 
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par D seul , mais des dérivées d' et des dérivées affectées des deux signes o' et d. 
Comparant avec l'équation (a) du n." 3 1 a , on aura r = i > ^=D<p(«,a'), *= i . 
yf = — ^- » , f = çÇa^a!) ; et la formule (ip) donnera la suivante : 

F(^.«)= (€) 

*■(«,«*') H- ii'F(a,a').x -+- ç'»F(a,«').^a 

~ [D(p(a,tf ')]- '. <p(a,tf ').DF(a,a') — [D(p(tf .a')]- «.d* \(p(a,a').DF(a,a') } .y 
- [d(P(«, «')]-*-Ç'» { <P(«> «')• dF(«. «'H-J'» 



GtC * 

iD{[D(p(/i,«')]-.i»'{[<P(«,«')?.DF(a,a')l j.J' 

série dans laquelle B(p(a^a^)^ (p(â,a')et F(a,a'), sont des premiers termes: 
mais en faisant les développemens on aura soin d'observer ce qui a été remarqué 
ci -dessus à l'égard des dérivées de p^(a,a') et de celles de <f> (a, a') , et la for- 
mule n'est vraie que sous ces conditions. 

Telle est la solution du problème proposé lorsque a' et a sont des quantités 
quelconques , arbitraires , indépendantes Tune de l'autre. Mais si al et a sont 
des quantités correspondantes, c'est-à-dire, <P{^^u) = o étant l'équation d'une 
courbe , si a^ est une valeur de l'abscisse et a la valeur de l'ordonnée corres* 
pondante ; alors a n'est plus arbitraire , mais il est une des racines de l'équation 
(p(^,a') = o , et (p{a^a^) est zéro. Nous allons voir ce que deviennent dans 
ce cas les formules (D) et (S). 

520. Soit af une valeur quelconque de u dans l'équation (p{t^u)=^Of et a 
une des valeurs correspondantes de ^, de manière que l'on ait aussi ^ (a, a') = o ; 
on demande l'expression sans ^ de F (^, u). 

Nous supposons ici que l'équation (p{c^a^) = o n'a qu'une seule de ses racines 
t égale à a ; alors (p (a, ^z') = o , mais ni T^a^ a!) , ni i>'(p(a, al) ne sont plus zéro , 
et, en mettant a+ x et a'+^à la place de ^ et de i^, l'équation = ^(^,1^) 

devient ^ _. i>(p(a,a').x 4- ^^(p{aya^).x^ -+- etc. 

D'(p(«,a').^ •+- DD'(p(«,a').icj^ + etc. 

p'a(p(a,a')./a 4. etc. 

etc. , 



aSo 
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Xi 



qu'on peut mettre sou8 lune ou l'autre des formes suivantes, savoir : 

D^a,^') -hp^(p(/i, a'). oî-H etc. ) (5) 

^- DD'(p(a,a').j^ ^- etc- >= -^ { iif(p{a,a!) + p'^(p(a,aO.^ + ^^^<p{a,a!).y + etc. } , 

4- etc. ) 
on bien 

( 6 ) • . . • . r TJ(p{a^a!) + dd'^(/ï,o'). x + etc. 

a;|ixp(a,a')+p2(p(^^^').a;+p3^(^ï,^'),ic2-j.etc } = — j>^< +p'^^^X)-JK +etc. 

( +etc. 

En comparant la première de ces équations avec l'équation (ii) du n.® Qg3 , 
ona r= i , ^^i ,7r = — i , ^= D(p(a,/z'), Ç' = D'(p(/ï,a') , et la formule (vi) 
du n.^ 2g5 donne 

F(*,i*) = 



(8) 



— D'<p(a,û') .[D(p(a,a')]-« . DF(tf ,a') 



^ -I- p'^FC^ja») 

— d' I D'(p{a,a'). [D<p(tf,a')]-« . DF(a,a') } 
i [D'(p(a,a')]». D { [D^(a,o';]-».DF(a,a') | 



etc. ; 



ç'3F(a,a') 

— ç'«{i>'<P(«.«')-[i><p(«»«')]"'-»P(<».«')l 

i d' { [d'<P («,«')]*• » { [o(f> («,«')] - »• DF(a,a') } } 
— i [d'(P fa, «')?• p^ { [d(P (a, a')]- '• dFK «') } 

série où D'(^a,a'), D(p(a,a'), F(a,a') sont' des premiers termes, et qui est 
ordonnée suivant les puissances entières de y. Ici, par la formule même, 
D'<p(ât,â') n'a ^e dérivées que suivant d', tandis que D^(/z,a') en a suivant vf 
et suivant d , ainsi que cela doit être en vertu de l'équation ( 3 ). 

Ssi. En comparant la seconde des équations précédentes, savoir (6), avec 
(Q)dun."» 3i2, onaurar=i, *=i, yr= — i , ^ = D(p («,«'), Ç' = D'<p(a,û') , 
et la formule (|^ ) du même numéro S 1 9 donnera 



F(a,«') 



4- D'F(«,a')ly H- p'^F(a,a-') 

— [D^(a,a')]- '.D'<p(a,a').DF(a,a')| — [D<p(a,a')]- >.d' { D'/p(«,a|).DF(a,a') } 



)1 
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-H p'3F(«,a') 
— . [xxp (a, a')] - ' . p'2 { d'<P (a, a'). DF(a, a') } 

fD{[D<p(«,a')]-».D'{[D'(p(a,a')]='.i>F(a,«')} } "^ **'"' ' 

dans cette série D:p/z,a'), D'.p(a,a') et F(a,a') sont encore des premiers termes, 
et la série est également ordonnée suivant les puissances entières de y. Ici 
■D^(a,a') n'a point de dérivées d', tandis que i}'(p{a,a') a des dérivées d et d'. 
Qiloique cette série (®) difîère pour la forme de la série (J), il est cependant 
aisé de s'assurer que ces deux séries coïncident , en développant les coëfficiens 
àe y.y^jjy^, etc. 

322. Si, en supposant donnée Téquation (p(^,i/)=o , on met, dans la formule 
(S) ou (@), ù au lieu de a, u au lieu de a\ j\ù au lieu de Xj /^u au lieu de^, 
et par conséquent ^ + A^ et 1/ •+- A" au lieu de ^ et de u ; on aura pour la 
valeur de F (^ -h A^i M -+- A") une série régulière , dont la loi est aisée à saisir; 
elle sera sans A^ 9 et ordonnée suivant les puissances entières positives de A^* 

Dans le cas particulier, où étant donnée l'équation (p{tju) = o, on 
demande ^ + A^ en une série ordonnée suivant les puissances de A^ ; F(^,a') 
devenant = ^ et DF(a,a') = 1 , on aura , par la formule (®) , 

= (Si) 



A^ 



^_[d(P(^,z/)]-«.d'^(^,w).Aw — [i>(p(^,w)]-'.p'2(p(^,w) 

iD{[D(p(^,li)]-^[D'(p(^,W)p| 



iù^uy 



iàuf 



etc. 



— [D(p(^w)]-».p'3(p(^,i/) 

iD{[D(|)(^l/)]-«.D'[D'(p(^,l/)]^| 

Or, puisque Ion a. l'équation (p(^, //)=t), qui donne ^ en w, il est clair que 
â est une fonction de u : on a dpnc aussi par le théorème de Taylor , 



t-h£iù=:l -H 



dt 



. A^ 



1 — - (Au)' 



d^ù 



. (Aw)5 



etc. 



du 1 . Q du^ 1 . Q . 3 di/3 

On voit donc que les coëfficiens de la série (Si) donnent immédiatement les 

valeurs des différentielles -r— , -: — , j— 5 , etc. , et il est aisé de conclure de la 

du ' du^ ' dw5 ' ' 

d"^ 
loi qui y règne la valeur générale de -7— j : cette formule est utile cjans le calcul 

- B b b b ^ 



/ 
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dilTérentiel , où Ton n'a jusqu'à-présent trouvé les valeurs de -p ^ , -pj , etc. que 

par des difFérentiations successives de Téquation (p(tju) = o j et par les substi- 
tutions de ces valeurs les unes dans les autres , au lieu qu'ici on les a par des 
formules qui n'exigent aucune substitution , et dont la loi est manifeste. 

323. Soit (p(ùja')=o l'équation en laquelle se change la proposée (p(tju)=:o 
lorsqu'on y fait 1/ =^ a'; on suppose que (p(^,^') = o a plusieurs, racines ù 
égales chacune à a, au nombre de A, et l'on demande l'expression de F(^,u), 
pour ce cas. 

Puisque k est le nombre des racines t égales à a lorsque u=ia\ (p{ù^ a!) 
aura cette forme Çt^a)H{ù^a!)) ainsi, en mettant a' H-^ au lieu de u dans 
l'équation (p{Cyu) == o, elle deviendra 

o = (^— afî^ù^a!) 4- D'(p(^,a') j^ -H p'^$(^,^')-^^ "+- ^^c. , 
et il est visible par là , que si on met aussi a -H a; à la place de t dans (p{ù^ u)^ 
non-seulement (p{a^a!) sera zéro, mais encore D(p(a,a'), '^'^(p{a^a!)^ '^'^(p{a^a^)^ 
etc., p*"*^(^/û'); et p*(p(^ï,a') sera la première des dérivées selon d seul 
qui ne s'évanouisse pas : de plus , puisque d' £siit varier a! , jj(p{a^a!) ne sera 
plus zéro en général^ ni Dp'0(a,/z'), non plus que toutes les autres dérivées 
dans l'expression desquelles entre le signe d\ ou seul ou accompagné de n. 

De là il s'ensuit qu'en mettant à la fois a ^ x et a' +^ au liea de t et 
- de i^ dans (p(^,2/) = o, cette équation devient 

= p*(p(^,a').a;* -4- p*4-i (p(^ï,a').a:*+» + etc. 

-h n' (p («, «')•>" ^" ^^' ^ ( ^ 1 ^')- ^ "H 6^c. 

4- ç'2^(a,a').jK^ -f- etc. 

-4- etc. ; 

équation qui donne , en transposant tout ce qui est affecté de y et en extrayant 
ensuite la racine A**"*, 



1 



a:|p*(p(a,a') + p*+»(p(a,^').a: H- p*-*-*(p(/z,a').a?2 + etc.}^ 



i 



lD'(p(a,a') + DD'(p(a,a'). a? H- pV^(«,a').a;a -4- etci* 
(— i)TyTJ -H ç'^(p(^y)-^ -+- Dg'^(p(^,^'>^^ -t- etcV : • . .(7) 



p'3(p(a,a').jK^ H- etc. 

etc. 
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— • 1 ayant k racines A***^ > je mets f* au lieu d'une de ces racines , et comparant 

avec l'équation (a) du n." 3 1 a , j'ai t = -r-, * = j-» jr = ft^ ^ ' , ^ = p*^a,a') , 

€' = d'<p (a,a'). Substituant dans la formule (|^) du même n.** 3 1 a } on en tire 
cette autre formule , 

F{t,u) = F(a,a') ^ D'F(a,a').j^ 



[Ç»<p(«,a')] * . [i)'(p(a,a')]ï. DF(a,a'j./xy^ 



[p»(p(a,a')]''r^.»'{[D'<p(a,a')]rDF(a,a')l./*^ï' 



•+. 



ip{[p»<P(a,a')] ^.[D'<p(a,a')f.j)F(a,a')}.^»^ï ....(3) 



etc. 



p'3F(a,a').^5 
[p*(P(a,a')]~T. p'»{[D'<p(a,a')p.i>F(a,a')}. ^^rî^ * 

H- f D { [p»(p(û>«')] ~'^. b' { [i>'<P(û,a')]^. DF(a,a') } } . f.'j^î'"*" 

3 3 5 

+ TP'{[p*^V)]^ *. [D'(pCa,a')]*, DF(a,a')}. ^3y 
Dans cette formule, p*^(a,a'), D'(p(a,a') et F(a,a') sont des premiers termes; de 
sorte que dans les dérivations on mettra p* "^ * ^Cflf,a') , p*"^^(p(û>ûO» ®tc« a» 
lieu de Dp*(pta,a') , p^p^^Cû,^') 9 etc. ; p'2(p(a,a') , p'^(p(a,a') , etc. au lieu de 
DV(p(a,a'), p'2D'(p(fl,a') , etc. ; mais i>DF(A,a') , p2DF(û,a'), etc. seront Qp2F(û,a'), 
3p5F(a,a'), etc.; p^(p(a,a') ne varie point selon d', mais jJ(p(ja^a!) et DF(a,a') 
varient tant selon d' que selon d. La formule n'est plus ordonnée , comme 
on voit , suivant les puissances entières de y. 

324* Ayant toujours Téquation (p{c^u)z=io^ si Von vouloit que la série pour 
F(^, w) renfermât u au lieu de^ ; alors, puisque l'on a supposé u z=za^ ^y^ 
afin d'avoir^ =^9 îl faudroit faire .a' =; o dans les formules précédentes , 
après les dérivations effectuées. 

Dans ce cas, i.^ les formules (D) et (S) donneroient F(^,u) en u^ a 
demeurant quelconque , mais les séries ne seroient pas ordonnées suivant les 
puissances de u : on pourroit cependant ordonner ces séries suivant les 
puissances de u , mais alors le coefficient de chacune de ces puissances seroit 
une série infinie. "^ 
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2.^ Si, en faisant a' = o, on prend pour a une des racines de Téquation 
(p(^,o) = o, alors (p(«,o) sera zéro, et en* supposant que ^(^,o) = o n'ait 
qu'une seule racine t égale à a, la formule (g) ou (®) donnera pour Y {t^u) 
une série qui sera ordonnée suivant les puissances entières positives 'de u. 

3.® Si, a! étant = o , (p(^, o) = o a plusieurs racines égales chacune à a , alors 
la formule (3) donnera pour F(^,^^) une série en w, mais cette série ne 
procédera plus suivant les puissances entières de u. 

Le cas du présent numéro a mérité laitention de Lapljice , qui s'en est occupé 
dans les mémoires de l'Acad. des sciences de Paris , année 1777, pag. 120 et 121. 

325. Si l'on a l'équation (p^ = vpi/, où les quantités t ^\u sont séparées, et 
qu'on demande l'expression de F^ par une série sans t\ on voit que ce cas est 
compris dans celui du n.^ 3 18 : ainsi les formules (D), (5)i (S?) en donnent 
la solution. On observe que pour ce cas les formules (6) et (®) coïncident 
avec les formules ( D ) et ( g ) respectivement. On peut aussi tirer la solution 
du cas actuel, et avec plus de facilité peut-être, de la formule (ix) du n.® 299. 

On résoudra encore d'une manière semblable' à celle dont nous avons fait 
usage dans les n.^ 3 18 et suivans le problème plus général où l'on demande 
l'expression de F(^,w) sans t^ lorsqu'on a l'équation ^(^,w) = \J/i/; mais on 
peut regarder cette équation comme comprise dans l'équation précédente 
(p(^,2/) = o, (p étant une fonction quelconque : ainsi nous regardons ce cas 
comme déjà résolu. 

326. Il s'offre encore un autre genre de questions ; ce sont celles où 
ayant autant d'équations que de quantités ^ , w , ç' , etc. , qui entrent dans une 
fonction F(^, i/, v, etc.), on demande l'expression de cette fonction par une 
série dans laquelle n'entre plus aucune de ces quantités ^ , w , i/ , etc. ; tel 
est le cas où l'on demande l'expression de F(^, w) sans t n\ u^ lorsqu'on a 
les deux équations (p(^,w) = o et \)/(^,w) = o. Mais ces recherches nous 
mèneroient trop loin , et nous regrettons de ne pouvoir nous y livrer. 



327. Nous allons terminer ces applications en disant quelque chose des 
retours de retour des séries. " 

On propose de transformer la série 

A H- Bx 4- Cx^ 4- Dx^ + etc. (1 ) 

en une série ordonnée suivant les puissances entières positives de z , lorsque 

la 
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la relation entre a? et z est donnée par les deux équations 

-ny = x{Ç -h yx -4- ix^ -+- etd.)*, (a) 

zrz = y{h -h cy H- bya ^ etc.)': (3) 

C'est le cas d'un double retour. 



• 



Si Ton n'avoit que Téquation (2), et qu'on demandât pour (1) une série en 
^, le théorème du n.^ 25 j donneroit, en y mettant yry au lieu de xç^ ^ 



1 



etc. H ç«-».(ff-««D. Jl). 7r"^« + etc. ; 

je représente cette série par 

a + A^ + cy^ -f- €/y5 -j- etc. + ^«.>'* -+- etc. 9 (4) 

de sorte que la question est réduite à transformer cette dernière série ( 4 ) en 
une série en z lorsqu'on a Téquation (3) ci -dessus. Le théorème du n.^ a37 
donne encore 



5 V , - 3 

4- etc. H p*-^(b-«^D. «).«*«• 4- etc. , 

ou 9 en développant , 



+ i(*p^.^-^'' -H QCD.b-3r 4. 3€/.b-3r).^23 4. etc. ; 

et*, en mettant pour a^ bj c^ d^ etc. leurs valeurs ci -dessus, on trouve 

^ + Bx + Cx^ 4- i?a;5 4- etc. = (5) 

328. Etant données les trois équations 

a =z= JB^ + gya + j)^3 ^ ç^4 + etc. , (6) 

^ = bx -h caj2 + bojS 4- ea?4 -+- etc. , ..... (7) 

X -=. hv -\- cv^ 4- ^v' 4- es^ 4- etc. , (8) 

on demande à exprimer v par une série en z. C'est l'inverse du problème du 
n.^ 65. 

C C G C 



, ^^-».b-'.p9.»-5 4- {b-^D.h-* -+- D.^-».b-«)D.»-5 ^ 



9 

4 
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La dernière de ces trois équations donne , par le n.® 2 65 ^ 

i; == b-^.x + 7D. ^-*.a;a -H jg2.^-3.;r5 4- ^pS, ^-4.^54 + etc. •••(g) 

Je compare cette série avec (1) du numéro précédent, puis (7) avec (2), et (8j 
avec (3) ; ce qui donne -^ ==0, D,y^ =-ff = i-\, 6^ = 7D,^-*, etc.; ;r = i| 
m=i, Ç=b; <zr=i,r=i, b = a9; substituant dans la formule (5 ) , et 
développant on trouve 

^= (10) 

(^-«p2.6-3 ^ D.^-^D.b-3 4- p3.^-5.b-5)SB-3j 
^-».b-».p3.a5-4 + (^-»D;b-« -H D.*->.b-a)pî».»-4 

(*-'p3.b-44.D.^-ap2.b-4 + p2.^-3.D.b-44-.p3.^-4.b-4)»-4 

etc. 
La loi est manifeste , et les développemens ultérieurs n ont aucune difficulté. 

■ (V.) 

32g. En revenant au retour des séries simples , nous allons rassembler dans 
cette division différentes observations , lesquelles serviront soit à répandre un 
nouveau jour sur ce qui précède , soit à présenter quelques théorèmes intéres- 
sans sur les dérivations , auxquels nous serons conduits principalement par les 
différentes voies que Ton peut suivre pour arriver aux formules du retour 
des séries. 

33o. En comparant la formule (E^) avec la formule (E) y n.^ 284 et a83 , 
nous avons trouvé un théorème sur les dérivations que nous allons simplifier 
et gépéra^ser ensuite. 

Si Ion suppose dans les numéros cités que la fonction F s'en aille ; c'est - à- 
dire , si Ton met lunité au lieu de la caractéristique F ; et puisque ^er est une 
fonction quelconque , si l'on fait (px=zC, jy(px =? d. C = y 9 p^^ = ^9 6tc. ; 
on aura le théorème suivant 



-^CC H- &D>|/pj.^ -+- 7D.(C2.D^^).^a -I- yp2.(C5.D\|/«).^5 -H- etC. , 



la dérivée j>o$ dans >}/« étant toujours = 1 • Mais voici ce théorème généralisé : 
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' Théouèmb. 

33 1. Une fonction quelconque des deui^ séries suivantes, savoir 
AA -H (e-'^fy.A).y + iD;(e-»D.^).jr2 ^- fpa.(e-3«D.^).j^5 ^ etc. ,1 
^<8l H^ (C— D.8r).^ + iD.(e-»D.8l).jK^ H- TÇ^.(e-5«D.«).^3 4- etc. J 

est égale à la série (s) 

4- etc. -H — g"-*. {e-~D.\J/(^,3I)}.^« 4- etc. 

Démonstration. Soient les deux séries quelconques , finies ou infinies i 

A -+- Bx -h Cx^ -h Dx^ + etc. , ïl + SBx 4- Ca?» + .©x' 4- etc. , 
converties chacune en une série qui procède suivant les puissances de y^ y 
étant = a?(ff 4- yoo -h ix^ 4- «a;' 4- etc. )* , comme n.® qS; ; je représente 
ces séries transformées par 

^ï 4- ^/ 4- cy^ 4- dy^ 4- etc. , a 4- 6»^ 4- «/^ 4- b^5 -f. etc. , 
et j'aurai Téquation 

\J/{y#4-^^4- Cîz;2 4-i?a;5 4-etc. , SI 4- 8505 4- 605^ 4- D^jî + etc. | = « 

\J/{/z 4- ^ ^- cya -t- ^5 -|« etc. , a 4- 6|/ 4- cy' 4- by^ 4- etc.}. 
£n développant le premier membre de cette équation , on le trouve égal à 

\)/(y#,9l) 4- B.\K^,2l).aî 4- p2.^(^^gi).^2 ^ etc., 
série , qui , par le n.^ 95; , en mettant -^{A^^) au lieu de A dans la formule 
(iv), sera égale à 

>|/(yrf,îl) 4- e-'^iy.yl/{A,9l).y 4- 7D. [e-^D.^^^{A,9^)].y^ 4- etc. 
Donc cette dernière série , égale au premier membre de Féquation ( 3 ) , sera 
aussi égale au second membre de la même équation : ainsi , en mettant pour 
^j by etc. , a , b , etc. leurs valeurs en ^ et 9( , on a le . théorème qu'il 
s agissoit de démontrer. 

Ce théorème et sa démonstration s'étendent aux séries de la forme de celles des 
n.^^ Q 93 , 3 1 2 et 3 1 3. En voici deux corollaires qui nous serviront tout à Theure. 

33a. GoAOïiLAiRES. L Donc s'il n'y a qu'une seule série , on aura 

%Hyrf 4- e-«D. A.y 4- îD. (ff-««D.^).^a 4. f p2.(ff-3*i>,^).^5 4. etc.} = 

^A 4- C-"n. ^l^A.y 4- î ». (ff-»*D.%)/^.^^ 4- -jÇ^. {Ç-^'^D.^A).y^ 4- eta 

4- ^Ç""'- (C-«*D.>|;^).^ 4- etc. 
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333. II. Si Ton a la fraction 

A -H Ç-'^T^.A.y -H fD.(e-«*D.^).j^a -4- TP^.Cff-^^D.^).^'' + etc. 



91 + ff-*D.8l-^ -H ^D.(ff-«'»D.«).jK -i- yp2.(e-2"D.«).j^3 4- etc.* 
puisqu'alors \^(y#,!I) devient y^9(-^; on aura, pour cette fraction, la série 
A^-^ -Hff— j^.{A%'-^).y -f- i D- { e-*»" D.(y^3t-0 } .72 + i p2. { e- 3- D.U« -») } .jr3 + etc. 



334. Nous allons comparer la formule que nous avons obtenue n.^ 70 pour 
la somme des puissances des racines d'une équation quelconque , avec celle 
que donne le retour des suites pour la puissance dune seule de ces racines; 
ce rapprochement servira à répandre plus de jour sur les séries trouvées. 

Soient ^ , C ) Y f f 6tc. les racines de Téquation 

ax^ — bx'^"^ — 005*-^ — da^-^ — etc. — kx — / = o . . .(1) 

ec étant la plus grande de ces racines, €^y ^ y^ i^ 6t ainsi de suite ; on 
aura , par la théorie des équations 

ax'^ — ijjw-i — ca;"-» — etc. — l=a{x^cc){x'-C)(x'^y)(x^i)X etc. . .(3) 
Les racines de Téquation 

a — bx . — cx^ — dx^ — etc. — Ax^-* — Ix^ = • = -(3) 

seront les réciproques de celles de l'équation ( 1 ). Si donc on désigne par a, 
6, c , b, etc. les racines de cette dernière équation (3), a étant la plus petite , 

et b < c , c < b , etc. ; on aura a = — , b = -j5, c = — , b = -ïr, etc. , et 

et, ^ y 

a — ^x — cx'^ — da?^ — etc. — /x" = ^(1 x){\ — -r-x)(i x) X etc. ..(4) 

Pour s'en convaincre il suffît d'observer que l'équation (4) résulte de l'équation 
( Q ) , si dans celle - ci on met — à la place de x , et qu'on multiplie par x^. 

Si l'on désigne par «Sr et @.r les sommes des puissances r et — » r des racines 
de (1) et de (3), c'est-à-dire, si l'on fait 

•Sr = t»*" -t- e^ + y'' -H etc. , 6«r = ^ -h p + -i -h etc. , 

on trouvera, comme n.^ 6g, en prenant les logarithmes , 

log(a — ^x — ex» — etc. — /x«) = log^ — ^i.x — \.S^.x^ — j4y3.x5 — etc. 

(5) =loga— @-.i. X — \^^^.x^ — T©-3« a:5 — etc. , 

et en développant log(a — ^x — cx^ — etc.) comme au n.« 70 , on aura 



— r 
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Sr = &^r^ (6) 

a-^h^ H a"''+»D,^''-' H ^-^4-ap2.^-« ^- etc. H ^->p''-».^; 

r— 1 r— z c 1 c » 

r* 1 

ou bien, puisque (n.® q68) p«.^-''-f = — p«-». (^-«d.^-'') , et , en 

r 1 

mettant — r au lieu de r, p«, ^'-« = — p«-».(^-«D. ^), on a aussi 

St = @-r = (7) 

4- etc. -i ^p'"-«.(^-''+iD.^O.a''-'( ' 

série qui n'a qu'un nombre fini de termes. 

335. De ce que dit Newton dans son Arithmétique universelle^ en traitant 
des limites des équations numériques, on infère ce qui suit. 

Puisque les mêmes puissances de quantités inégales différent d'autant plus 
les unes des autres que ces puissances sont plus hautes; si r est un nombre 
considérable, la puissance oc^ surpasse non -seulement chacune des puissances 
Ç'' , */ , etc. , mais encore leur somme Ç*" -4- y*" -H etc. Il s'ensuit de là , que si 

Ton tire la racine s de Srs = ot^* + f " -H y'* -+- etc. , (*Sw)' sera une valeur 

approchée de o^i c'est-à-dire de la puissance r de la plus grande racine de 

l'équation (i). 

Cette méthode d'approximation a l'avantage de ne pas exiger qu'on connoisse 

d'avance une valeur déjà assez proche de la plus grande racine , et elle fait 

connoltre la valeur de a^ d'autant plus exactement qu'on fait s plus grand. 

Nous allons la réduire en formule , et par là la faire servir aussi aux équations 

littérales. 

A cet effet, je change r en r$ dans la série (7) ci- dessus, je compare avec 

1 

le n.<> 33q , et faisant 771 = 1, l^=^b^ y=La^ A =2 b'' ^ -^A = ( b^'p = b^ , 

I 

la formule de ce n.<* 33ci donneroit pour {Sn)* la série suivante , qui va à l'infini , 
^ ^ b-^j}.b'.a -H 7D (^-«D.^'')-^^ -t- j^^.{b''^j}.b').a^^ 

-+- etc. -t- ~p«-».(A-'»D.i'').a» -H etc. ( ' ' *^ ^ 

si la série (7), après y avoir mis rs au lieu de r, alloit à l'infini : mais comme 
elle n'a qu'un nombre de termes fini et dépendant de j 1 il en résulte que la 

D d d d 



a 
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formule du n.^ 332 , qui suppose gue la série de son premier membre aille à 

l'infini , donnera , dans le cas actuel , la série précédente ( 8 ) , moins une 

autre suite infinie de termes , qui ne commence qu'après un certain nombre 

de termes de ( 8 ) réglé sur s , et qui par conséquent est dépendante de s^ 

et diminue lorsque s augmente. De là on conclud que , puisque s n'entre pas 

dans (8) , et que partant cette série (8; est indépendante de s , elle est la partie 

1 

indépendante de s dans la valeur de {Sr,y* 

i 1 

Mais, d*un autre côté , si l'on représente {Sr,y par (af!^ + P^^y , P'^ étant 
= C*' •+• y •+- S*'^ -H etc. , et qu'on développe par la règle du binôme » on « 
. » i P'T 15-1 (P'^y 

où u^ est le seul terme indépendant de s , les autres variant avec s et diminuant 
lorsque s augmente. Donc la série (8) continuée à l'infini est rigoureusement 

égale à œT. 

1 ' /• 
Puisque — p*-».(^-*D. ^'') = p*.^''-*, il est clair que la série (8) 

peut aussi se mettre sous cette forme : 

«'= (9) 

^+ — ^D.i'^^a H — £— p2.^^-8.a2 H — ^p5.^^-5.^3+etc. +-p'-^i.a^-» 

r r [ * 

+ ^p^logi.a'• p'+i.i-i.a'+i p'+a, ^-a. ^'+1 _ etc. V 

et cette série n'est autre chose que la série (6) , pour Sr , continuée à l'infini. 

Quant à l'équation (3) , a — bx — cx^ — etc. -r ix^ = o ; puisqu'on a 
vn que Ion a « = a-* , partant ce' = a"*", il s'ensuit que la série (8) ou (9) 
qui donne la puissance r de la plus grande racine de l'équation ( 1 ) , donne 
la puissance — r de la plus petite racine de Téquation (3). 

Comparons maintenant avec le n,^26g. On voit qu'en changeant les lettres 
grecques en françoises, la série (3) du n.^ 369 peut se mettre sous cette forme 

a^ = (10) 

^^j -H etc. -H -i p«-».(*-«D.*-0*^* + ®^<î- l ' 

tt en mettant — r au lieu de r, elle coïncide avec la formule (8) ci-dessus. 
On tire de tout cela cette conclusion remarquable : 
i."^ hà même série qui donne lu somme des puissances r des racines de 



— r 
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l'équation «x«» — ix"" > — ex"** — etc. — / = o , si on ne la continue que 
jusquà ce que les exposans de^b deviennent négatife, donne la puissance r 
de la plus grande racine , si elle est continuée à Tinfini. 

2.^ La même série qui donne la somme des puissances — r des racines de 
Téquation a — bx — cx^ — etc. — Ix^ = o , si on ne la continue que jusqu'à 
ce que les exposans de b deviennent négatifs , donne la puissance — r de 
la plus petite racine, si on la continue à l'infini. 

5.^ La série qu'on obtient par le retour des suites pour la puissance r d'une 
des racines de l'équation a — bx — cx^ — etc. — /x"= o, donne la valeur 
de la puissance r de la plus petite de ces racines. 

La première partie de ce théorème a été observée par Euler , dans le tome 
XV des noi^i Commentarii de Pétersbourg, pag. 58 et suivantes, mais il ne l'a 
démontrée qu'imparfaitement. 

Il suit encore de ce qui précède , que pour avoir la puissance r de la plus 
grande racine de l'équation (3), a — bx — cx^ — etc. — /x«* = o , il fsiut 
écrire l'équation à rebours , de cette manière , 

/x" -f- Ax*-* -f- /x*-* •+- etc. -H ^x — a = o , 
puis, la comparant avec l'équation (i), faire â = /, A = — A, c = — i, etc. , 
A = -^ ^ , l = a; et la série ( 8 ) ou ( g ) donnera la plus grande racine de 
ce^te équation ( 3 ) : ou bien , ce qui revient au même pour le fond , il faut 
diviser l'équation ( 3 ) par x* , ce qui donne 

/ •+• Ax-* •+• ix-« H- etc. -h ^x"*+» — ax"^ = o, 
et comparant cette équation avec l'équation (4) du n.^ 96g , y faire «= — Z, 
C = A , y = * , etc. , K = ^, A = — «; et changeant x en x**' , la série ( 5 ) 
du n.® Q6g donnera la valeur de x-"î. 

Un des principaux usages auxquels on emploie les formules que nous a 
données le retour des séries simples , c'est de les faire servir à trouver par 
approximation toutes les différentes racines des équations : nous pourrions à 
présent Esiire voir comment les formules (i) du n.^ Q76 et (q) du n.^ ^85^ 
entre autr^es , servent à cet usage : mais ces applications , quoique fort impor- 
tantes , s'écartent de notre sujet , et nous ne pouvons que renvoyer aux §§ III 
et ly du mémoire de Laoranob cité ci -dessus (n.^ 36g). 

336. Si de la série (6),n.^334, qui donne la valeur de «^ 4- ff'' + </+ etc., 
ou de a*' -H b"' -f- C"*^ H- etc. » on soustrait la formule (9) , n.® 335 , qui 
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donne celle de «' ou de a-'', on aura le théorème suivant 

€' -h- Y -h S' + etc. = b-'' H- c-'' -H b-' ^- etc. = 

4- etc. 4- — p''+«.^-«.^ï« 4- etc. i ^ --Ov 

série remarquable qui donne la somme des puissances r de toutes les racines 
de l'équation (i) , excepté de la plus grande; ou la somme des puissances— r 
de toutes les racines de Téquation (3), excepté de la plus petite. 

Si, ayant une équation numérique, on calcule un "nombre de termes de 
cette série ( 1 1 ) suffisant pour pousser l'approximation assez loin , et qu'ensuite 
on extraie la racine r ou — r du résultat numérique , on peut parvenir au 
moyen de cette série, à trouver la valeur approchée de la racine Qde l'équation 
( 1 ) , c est-à- dire de la plus grande racine après oc , ou la valeur de b , la plus 
petite racine après a de l'équation ( 3 ). 

337. Nous allons encore faire voir comment on peut s'assurer que les 
formules de retour de séries simples que nous avons trouvées plus haut se 
rapportent aux plus petites racines de leurs équations. 

Puisqu'on vient de voir , n.® 335 , que la série ( 5 ) du n.® 269 donne la valeur 
de la puissance r de la plus petite racine de l'équation ( 4 ) du même numéro ; 
en faisant r = 1 , on a 

série qui, en faisant tv=^, coïncide avec (a) du n.^ 265 : ainsi la série de 
Newton pour le retour des suites donne la valeur de la plus petite racine de 
l'équation dont elle est le retour. 

En divisant par ce la série précédente et prenant la fonction (p de part et 
d'autre , on a 

xK~) = xj/lff-i + e-'D.S'Kcc -4- iD.(e-2D.f-i).^2 ^ etc.}, 
et, en faisant dans le n.® 33q -^ = Ç-^ , m z= 1 , on trouve 

y^(-) = %KC->) -+- ff-'D.%Kff-').« 4- ïD.(e-»D.%Ke->))-«' H- etc. , 

* .. . ' \ 

eérie qui, en changeant ee en jr i coïncide avec la formule (e) du n." 279, 
si dans cette formule on fait in= 1. Donc cette formule (e) donne encore 

« 

une fonction quelconque, >)/(—}} de la plus petite racine x de réquation 
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^ = Çj5 + yjpa ^ ^x^ H- etc.; car , en prenant ci -dessus la fonction (p, on 
ne change rien à lespèce de la racine x. 

. Supposons, pour donner un exemple numérique, qu'on veuille se servir de 
la formule ( 4 ) du n.^ q 7 3 jf our calculer le logarithme naturel de 10, et que 
pour cet effet on feisse a?=:io; 6* = o,i; y = — o, 009 ; ^, a , etc. == o ; 
ce qui réduit l'équation ày = j5(C-f-yaî), laquelle donne ^ = 0,1 : on 
trouvera, par la formule (4), logj:: =:o,io336, tandis que le logarithme 
naturel.de 10 est 2,3o(258. U ne faut pas en être surpris, car l'équation 
^= a:(Ç-H 7-3?), ou. 0,1 =0,1. a: — o,oog.a;3|a deux racines, savoir jj = 10, 
et a; =: -y^ , et la formule ( 4 ) se rapporte à la plus petite racine -^ , dont le 
logarithme naturel est en effet o,io336. 

La formule (b) du n.^ 266 se rapporte alissi à la plus petite racine x. Pour 
le Élire voir, je mets l'équation proposée au n.^ q66 sous cette forme 

« = (1 — S)x — yx^ • — Sx^ -:- 8X^ — etc. ; 
comparée avec l'équation a = bx -H cx^ + dx^ -H etc. , elle donne , pour la 
plus petite valeur de x , 

X = (i-e)-*.« -4- 7D.(i-ff)-a.«2 4L ip2.(i_e)-5.^3 4, etc. 

' Or cette série coïncide avec la série (b) du n.^ q66, laquelle est 

or = « -H ^D.a^ -h jP^.»^ + 7g'»«^* + etc. ; 
on s^en assurera facilement , en développant chacune de ces deux séries en C 
et en ordonnant suivant les puissances de ce* Donc la formule.(b) donne la 
plus petite racine de l'équation 

X = tie •+- f X + yx2 + Jx5 + etc. 

Il nous sera facile à présent de &ire voir que la formule (Z7) du n.^ 282 
où l'on fera y = 1 , se rapporte à la plus petite racine t de l'équation 
t — ce — (p^=o. 

En effet , en mettant 00 + x au lieu de ^ dans cette équation , elle devient 

X = (p» -i^ D(pec*x -+- Ç^(p«.x2 -H ç5(p^,x3 -+- etc., 
et, en la comparant avec l'équation x = ce -h €x -+- yx^ +.etc. ci- dessus, 
on aura , pour la plus petite valeur .de x , la série 

X = (pcc -¥- td((P«)2 + J.p2((p^)3 + ip3((p^)4 + etc.; 

donc , puisque ^ = e^ + x , la plus petite valeur de x répond à la plus petite 
valeur de ^;^ on a donc pour la plus petite racine t de l'équation ^— ev — (0^=0, 

£ e e e 



X, 
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Prenant de part et d autre la fonction \)/, et comparant avec le n.® 33^, où 
l'on fera A=z cc^ C= (poc^ m=: — 1 , on a \p^ égale à la série {D) du n.^ 282 1 
pourvu qu'on y lasse y = 1. Donc, puisqu'en prenant la fonction \p, on ne 
change rien à la nature de la racine t^ il s'ensuit que la série {D) se* rapporte 
à la plus petite racine ^de^ — x — <p^ = o* 

On peut appliquer ces raisonnemens à d'autres des formules trouvées, pour 
examiner si elles répondent à la plus petite racine. 

338. Lambert a le premier donné pour af une série en coëfficiens de 
Téquation à trois termes o = x"» — bx^"^ _ p; pour la démontrer, dans 
les mémoires de Berlin^ année 1770, page 227, il cherche d'abord l'expression 
des sommes des puissances s et s -^ r des racines ; puis , divisant la secondé 
de ces sommes par la première , il trouve une série pour la puissance r de 
la plus grande racine de l'équation trinomiale proposée. Nous allons étendre 
ce procédé à 4ine équation d'un nombre quelconque de termes. 

Reprenons l'équation (1) du n.^ 334 , ^^ ^^^^^ (7) mettons successivement 
j et 5 H- r au lieu de r , et nous aurons 



Ss 



+ ' 



— r 



^+r ^ i-»D.^+''.a -i- 7D.(i-^D.^-^-'').a2 -h etc. 



.•(1 1) 



Ss ( ^' -H b-^\>.b:a 4- f d.(^-*d- ^).a2 -h etc. 

Comparant avec le n.® 333 , en faisant OT=i,ff=?:^, A =z b^-hr^ ^=z b'f 
partant A^-^ = b^ y d.(-^.81-') = d.^% la formule du n.® 333 donneroit 
encore la série (8) ci -dessus, si le numérateur et le dénomina^ieur de (11) 
alloient à l'infini ; mais comme ils n*ont l'un et l'autre qu'u|i nombre de termes 
fini et dépendant de 5, la formule donnera la série (8) moins une autre suite 
infinie de termes qui ne commence qu'après un certain nombre de termes 
dépendant de s\ et qui diminue en valeur, lorsque s augmente : donc la 
partie indépendante de s sera ici, comme n.^ 333, la série (8). Or dans 

' '^ — ^ ^ le seul terme indépendant de s 



ds a' H- C' -f- y* -H etc. 

est «'' , ainsi qu'oui le voit en effectuant la division. Donc la série ( 8 ) est 

égale à cc% 



% 



DES DiRlVATIONS. 2qS 
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Si Ton renverse la fraction (ii)i afin, d*a voir la valeur de ^ * i et que 

Ton compare avec le n.*' 333 , en faisant m= i , C= A, A = b* ^ %= b"^^^ 
par .conséquent -^31-* = ^•"'', D.(-^2l''*) = n.b-^j on démontre, d'une 
manière semblable, que Ion aura la série (9) du n.^ 333 rigoureusement égale 
à «"'' ou a*". 

On arrive donc par cette voie au même théorème, auquel des considérations 
un peu différentes nous ont conduits ci* dessus n.^333. 

SSg. Gela nous mène naturellement à la méthode que Daniel BsENOuiLiii 
a donnée pour résoudre par approximation les équations numériques dans 
le tome III des anciens Commentaires de Pétersbourg et qu'EuLER a développée 
dans le chapitre xvii de son Introduction à l'analyse des infinis. 

'£n effet, si l'on .différentie l'équation (3) du n.® 334, en faisant varier x 
et divisant par d.x , on a ' 

— ^— Qcr— 3^.r2— etc. — m/r«-»( = -^Si — tS^. a:— AV'^?^— etc. — *Swa;»-* —etc. 
a — bx-^ cx2 — dx^ — etc. — Ix^ \ = — ®«i - ©^i.ar - ©-3.0:^ - etc» - ®^«,a:«- > - etc. 
Ici la fraction est génératrice d'une série récurrente ; son dénominateur est lé 
premier membre de l'équation ( 3 ) , et son numérateur ce qu on .obtient en 
multipliant chaque terme de cet^e équation (3) par son exposant et divisant 
par X. Si l'on calcule d'une manière quelconque les coëfiBciens de a^** et 
de a^ du développement de cette fraction , on aura , en représentant ces 
coëfHciens par j4n ^ 1 et ^^ , 



Mais Sfi^x divisé par Sn approche d'autant plus de «, et ®.ii.i divisé par 
@«n de a-*, que n est un plus grand nombre. Donc An divisé par An^x 
approche d'autant plus de la plus grande racine de l'équation ( 1 ) , que dans 
la série récurrente on prend des termes plus éloignés du premier. £n divisant 
au contraire An -- 1 par An , le quotient approchera de «* ^ ou a , c'est- 
à-dire il donnera une valeuf d'autant plus approchée de la plus petite racine 
de l'équation ( 3 ) , que n sera plus grand. 

Cette analyse a l'avantage de déterminer le numérateur de la fraction 
génératrice de* la série récurrente, c'est-à-dire de déterminer les premiers 
termes de cette série que Bbrnovlli et Euijbr ont laissés indéterminés. 
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Elle fait voir que si Ton applique la méthode de Bernoulo ainsi déterminée 
aux équations littérales , et qu'on la réduise en formule , elle donnera la 
même formule que le retour des séries. 

340. En rapprochant des numéros Qgo et 291 ce que nous venons de dire 
depuis n.^ 334 , on en tire la conséquence , que i.^ la méthode ordinaire 
de Newton pour augmenter lapproximation vers une des racines d'une 
équation , en substituant dans une même équation les résultats des substitutions 
précédentes; 2.*^ celle que présente le calcul différentiel, ou celui des déri- 
vations n.^ Q91 et n/ Q90, en réduisant en formule le résultat général de ces 
substitutions ; 3.® celle par les formules du retour des' séries ; 4«^ celle où Ion 
emploie la somme des puissances des racines et que Newton indique dans 
son Arithmétique universelle, et 3.^ enfin, la méthode de D. BernoullI| 
par les séries récurrentes , ne sont au fond qu'une seule et même méthode^ 
parce que leurs résultats , réduits en formules , offrent les mên;ies séries : les 
trois dernières ont l'avantage de ne pas exiger que l'on connoisse d'avance 
une valeur approchée de la racine et ne demandent pas de substitution 
préliminaire. Dans la pratique concernant les équations numériques , la 
dernière de ces méthodes , par les séries récurrentes , avec les déterminations 
indiquées £i-dessus , nous parolt la plus expéditive et la plus facile à employer. 



341. Revenons au problème du n.* q55, en y supposant cependant, pour 
plus de simplicité, m = i; mais prenons, pour le résoudre, une voie dîffé^ 
rente de celle que nous avons suivie , et résolvons d'abord la question suivante 
par les procédés ordinaires du calcul différentiel. 

Soit V une fonction de ^, on demande à exprimer (p(^ + àt) par une série 
ordonnée suivant les puissances de At^, mais, sans que v entre dans les coëf- 
ficiens de cette série ; A est la caractéristique des difiFérences. 

Puisque l'on suppose u fonction de ^., on a par le théorème de Taylor 



d^ 1. 2. d^" • 1. 3: 3. dr^ 

on a aussi , par le même théorème , 

(p(^+A^)=(p^+^'.A^ + ^^^.(A/)»-+-^-i^|^,(A05-hetc. ..(3) 

De plus I puisque 9 est fonction de t , donc réciproquement ù est fonction de 
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i^ ; représentons cette fonction pdr ft^, on aura / == & ^ et à cause que , lorsque 

V croit de Av,^ croit de A^, ona^H-A^=f(vH-Av)> ^^^(^ + A0 = ^f(«' + AOî 
on a donc aussi, en développant, 

Je remarque que dans les séries ( i ) et ( q ) d^ est constante et di; variable ; 
dans la série (3) au contraire, d(^ est constante et dfv = dû est variable. 
Il s'agit maintenant d exprimer les coë£G[ciens de la série (3) en coëfUciens 
des séries ( i ) et ( q ). 

r\ ^c ^. • dcftfv à(pîv d(v g. 

On a (pli* = (pu; ensuite — ^ — = --tj — •-?— 9 et parce que fi; = ^^ 

d(f>ii^ d(pt dt d(bù 1 ^ f . di^ , 

"dT "^ dF'T^ = "àr'd?- ^^ ^^"^^ Tù =''» et observant que 

— T^-— - aerive de — ^ , et — r^r- de — =2- — , etc, , de la même manière 

dv2 , d9 d^S clw^ ' 

que — T dérive de (pfi/ , on trouve , en écrivant -rr (pu au lieu de ^ , 

pour plus de commodité , 

d(pfv d 

da(pfi^ d , d ^ . 

. -d7^ = /'-;dF^^-*-37^^>» ....(4) 

et ainsi de sui^e. La loi est manifeste. 

Comme d^ est constante dans les seconds, membres , on peut y faire partout 
d^ = 1 , sans y introduire aucun changement , et sans rien ôter de la généralité 
de ces expressions ; on aura donc aussi , pour les caë£Eiciens de la série (q) , 

* F f f f 
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-rrêh^ = .j^i5_j.p-.d(p-.d(p-.dp-.d$0)). 

etc. 

342* Maintenant , si Ton a Féquation 

y z=z Çx -^ yx^ -4- Sx^ •+- ax4 -f- etc. , .... .(6) 
et quon propose de convertir la série 

^ -+. j5a? -h Cx^ -H Dx^ -+- Ex^ -+- etc. (7) 

en une série qui procède suivant les puissances de y , savoir 1 • 

a + Ay -f- cy^ •+- dy^ -h ey^ H- etc. ; (8) 

on n'a qu'à comparer ces séries avec (1), (Q)et(3) du numéro précédent ^ 

ce qui donne ài^=y^ jj = ;; = Ç, ^^^^ = y, etc.; A = (pù^ B = 

A(bt ^ A^(f>t ^^ , àa>îv A^(î>Î9 

— V~-i C = '^ — , etc. : a = (biv . b = —^ — t c = — 21- — etc. 

àt * 1.9. d^2» » ^ » dv * i.9.dp2* 

Donc , en passant des difFérentiations aux dérivations , les formules ( 5 ) 
donneront • . 

c = — î— e-»D.(ff->D.-rrf), 

(9) 

d = -4^e-»D.(e-iD.(e-«D.^)), 

c = î-5 e-«D.(C-'D.(e-«D.(^-«D.-^))), 

etc. 
Mais on aura soin d'observeri que, puisque -77 est le coefficient d|jL second terme 

dans l'équation ( 1 ) i C doit ici être regardé dans les dérivations comme un 
second terme, comme égal à d.a^; de sorte qu'on fera (n.^ 121) d. C = Qy t 
D. y == 3 J I D. J =: 4c I etc. ; on regardera aussi d. A comme un second terme ; 
et les dérivations s'exécuteront par la méthode du §. L*' de l'article premier. 

343. Ce -cas étant compris dans celui du problème du n.^ q55 , il suffît de 
&ire m = I et a;^ = v dans le théorème du n.^ 257 pour avoir une autre 
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solution ; la comparaison de ces deux solutions donne le théorème suivant. 

TniioRÀME. 
On a toujours 

ie-*D.(e-«D.^) = fD.(e-«D.v^), 

■ • 

et généralement 

C"i étant répété n fois dans le premier membre de cette dernière équation. 
Pour effectuer les dérivations dans les premiers membres de ces équations , on 
emploira la méthode non simplifiée du §• I.^' de larticle premier , en consi- 
dérant C et D. ^ comme des seconds termes. Mais dans les seconds membres , 
qu on développera par les méthodes simplifiées , il &udra considérer C comme 
un premier terme et d. A comme un second terme. 

Il n'^st pas rare de trouver des formules- de la forme des prejniers membres 
de ces équations , et le présent théorème sert, à les mettre sous une autre forme i 
plus simple et plus £icile à développer. 

344- Corollaire. Si Ton fait d. ^ =: i , on aura 
iC-'D.e-i == fD.e-S 

.--^e-»D.(e->D.(e-iD.e-o) = ip5.e-4, 

1. Q. J. 4 

et généralement 

— \ — e-*D.(c-*D.( — ff-«D.(ff-»D.e-o — )) = -p«-«.e-»: 

pourvu qu on regarde Ccomme un second terme d. et dans les^remiers membres^ 
et comme un premier terme dans les seconds membres. 

On se tromperoit si l'on croyoit qu'on a aussi , sous la même condition | 

1. S2. J 1. *• i?* \ 

ainsi qu'il est aisé de le voir en développant 



Soo 
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345. Suivons encore une voie différente pour résoudre le problème du n.^ 
s53 y en supposant, pour plus de simplicité, que m soit = — » 1 , de manière 
que ce problème se ramène à Ténoncé suivant : 

Étant donnée la série 

-/^ -H J?a; -+- Cx^ + Dx^ -h Ex^ -f; etc. , 
on propose de la transformer en une autre de la forme 

a 4- ^ -H cy^ H- dy^ + ey^ H- etc. , 
la relation entre a? et^ étant donnée par Téquation 

a = 



(0 



(O 



Ç H- yx -^ Sx^ -H 6t^ H- etc- 



(3) 



L*équation (3) donnant 

X = ^(Ç -f- D. C^x H- p2. f. jja ^_ p3, ç. j;5 «1» etc. ) , (4) 

et x'^ = y{e'^ -H D.ff^x -+- ça.fr^^jja -+- y\C%x^ H- etc.) ; (5) 

on voit qu^il sufQt d'éliminer x de la série (1)} à cet effet', on peut substituer 
dans(i) à la place de x et de ses puissances les valeurs quoffrent les seconds 
membres de ( 4 ) et de ( 5 ) , et l'on aura un résultat môle de ^ et de x , dans 
lequel on fera de nouveau des substitutions pareilles à la place de a; et de ses 
pirissances; et en continuant ainsi on obtiendra une suite de termes affectés 
d^/, y^j^^j etc. , c'est-à-dire les premiers termes de la série (q). Cette 
manière est ce qu'on appelle la méthode des substitutions successives. On 
peut la simplifier et la rendre bien propre à faire trouver la loi que suivent 
les coëfliciens ^, c, //, e, etc. , par le procédé suivant. 

Après avoir donné à la série (1) la forme 

u4 -H £x -h D.-S.o;» -H ^^.B.x^ -4- ^\£.x^ -+- etc. , .... (6) 

où B est considéré comme un premier terme , je tire de l'équation (4) celle-ci 

1 = x-y{e -+- jy.C^x 4- ça.f.x» -h ç3.g:x5 + j?4. g: a;4 + etc.) ; ..(7) 
je multiplie le premier terme -*^ de la série (6) par 1 , premier membre de (7), 
et tous les autres termes de ( 6 ) par le second membre de ( 7 ) ; de cette 
manière la valeur de (6) ne change pas, et j'ai 



SB.r 



Çd.B 


xy 


-f- C^.^ 


x^y 4- ^\B 


ji.Ç.B 




-+- ■D.Q.n.B 


-H •D.Q.-Q\B 




4- ç='.C-S 


-+- ç'^.Ç.D.B 






• 


-H ç'.e.D.if 



xi 



etc. 9 . . (8) 



PTnression 



D. & D. (CB) 



-Hetc. ..(iq) 
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I 

expression qu'on peut mettre sous la forme suivante ( n.^ 87 ) , en regardant 
B et C chacun comme un premier terme , 

^ -f- ÇB.y -H i}.{5B).xy H- ^^.{CB).xy 4- '^\(CB).x'^y -H etc. ..(9) 

Je multiplie à présent par i*les deux premiers termes de (9), et les termes 
suivans par Je second membre de (7) , et j'ai 

xy^ H- ffp5.(e5) xy^ 

T}.5.'^^.{CB) +etc., ...(10) 
^^.e.D.{eB) 

et en considérant i>.(C^) et Ç comme des premiers termes, je puis encore 

mettre cette série sous la forme suivante , 

A H- eé.j -H ÇD.{eB).y H- D. {Cd.{CB)). xy^ + p2.(eii.(ff5)).x2jK2 4-etc/ ..(11) 

Je multiplie maintenant par 1 les trois premiers termes de (ii), et chacun des 
autres termes où x entre encore , par le second membre de (7) ; ce qui donne 

En regardant encore n. (fn. (fiî)) comme un premier terme, le coefficient de 

xy^ dans (12) peut prendre la forme d.(€*d. (ffn. (ff-6))) ; et en multipliant par 

1 les quatre premiers termes de ( 1 2 ), et les suivans par le second membre 

de (7), j'ai 

a ^ hy -\' cy^ -h dy^ + ey^ •+- etc. = 

A'\-I^By +ffD.(e5j.^2^.fD.(ÇD. e5)).^3^eD.(eD.(eo.(Cfl))).^4+ ..(i3) 

La loi qui règne dans ces coëfîiciens de (i3) se présente d'elle-même; et si 
l'on fait attention à la marche du procédé, il est visible quelle s'étend à 
tous les coëfilciens suivans. 

Ce cas se résoud aussi par la formule (rv) du n.^ 239, si Ton y Êiit 77^= 1 
et ^^-* '=y\ et en comparant les coëfficiens à^ y ^y^^y^^ etc. que donnent 
les deux solutions , on arrive à ce théorème : 
On a toujours 

Q^.iQB) = iD.(e^D.^, 

ep.(ep.(e^)) = jp^.(e3D.^), 

^p. (ff p. (Çp. (CB))) = ip3. (e4D. A), ^ (, ^) 

et généralement 

ffp-(fp-( e^'iCB). . .)) = iç«—(^"-»-^) J 

G g g s 
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pourvu que dans les premiers membres on regarde toujours ce qui suit chaque 
D comme un premier terme indépendant , de sorte qu'en développant on prenne 
toujours les dérivées divisées , en écrivant ^\ au lieu de d. d. , p5. au lieu 
de D. p2., etc. C'est pour cette^ raison que, contre notre usage ordinaire, 
nous avons mis le c au-dessous de tous leé d , quoiqu'ils n'aient chacun que 
l'indice i . -6 et f au reste sont aussi des premiers termes. Dans les seconds 
membres f est toujours un premier terme et n. A un second. 

346. Ayant la même série (1) que dans le numéro précédent, et Téquation 
y = a?(C -+- yx H- Jx2 -I- 5 0:5 4- etc.)-*" , (i5) 

on met cette équation sous cette forme 

1 = x-^y[J^ + y a? + ix^ -f- Bofi -f- etc.)*, 

ou , en développant , 

1 = x-^y{J^^ + Tï.^^.x H- p2.ç«.^2 ^_ ç3.f«x3 ^-. etc.), ...(16) 
et en procédant comme nous venons de le faire dans ce qui précède , on 
trouve la série ( 1 ) égale à 

A H- Q'^B.y H- e«p.(e*i?).>2 + e*p.(e"'p.(e*-5))-J^' +etc. ...(17) 
Cette solution, comparée avec celle du n.<^ 2 5g, donne ce qui suit. 

On a toujours 

e«p.(e'"p.(e«5)) = ip^-CfS^'D.^), 

e«p.(e«p.(e«p.(e«^)) == ip3.(e4-B.^), ^^^^,8^ 

etc. et généralement 

En développant les premiers membres il faut regarder B et C" comme des 
premiers termes , et encore comme un premier terme tout ce qui suit chaque 
p ; c'est-à-dire , mettre partout p^. au lieu de d.d. , p5. au lieu de n.p^. , etc. On 
n'exécute les multiplications par f *" et par ses dérivées qu^après avoir fait la 
dérivation p. Dans les seconds membres G et A sont des premiers termes. 

547* Ce théorème s applique à tous les cas précédens depuis n.^ 341 ; car 
en réfléchissant au procédé que nous avons suivi , il est évident que , dans 
(iS) et dans les formules (iS), m peut être quelconque positif, négatif. 
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fractionnaire ,. etc. Ainsi , en faisant m successivement = — i et = i , et 
£ = D. ^ = 1 , on a , sous les conditions du théorème , 

e-tp,(ç-tp.ç..) ^ jp^e-5, -.ep.(ffp.e) = TP^•e^ 

f-^p-(f-*p-(f-*p-e-0) = iç^.f-S fp-(ffp-(^p-0) = ip^-ffS 

etc. etc. 

Comparez avec le n.^ 344. 



348* La forme des expressions précédentes et lusage particulier que Ton y 
fait du signe p se retrouvent dans le problème suivant , qui est d un genre 
différent de ceux que nous avons résolus jusqu'ici. 

Transformer la série 

A -^ Bx -+- Cx^ -H Dx^ H- Ex^ -{- etc. ( i ) 

en une autre de cette forme 

bx cx^ 



€+yx+ix^+etc. (e+yx+ ix^+etc.){C' +Yx+S'x^+eic.) 
(Q+yx+Sx^ + etc.XC' + Yx+S'x^+etc.){e"+y'x +ê"x^ +etc.) '^^^^* 

Je représente la série (q) par 

a -4- bxç"^ -h cx^ç-^ç'-^ H- rfa:^^-*^'-»^"-» + etc (3) 

Puisque ( 1 ) est égale à ( 3 ) , x étant quelconque , on a d'abord a = ^^ ; et 
après avoir ôté u4 d'une part et a de l'autre , et divisé par x , on trouve 
£^ Cx 4- /?x2 -H J?x5 -4- etc. =::bç'^-h cxs?-'ff'-i-H£/x2j"»ff'-»j"-i-Hetc. ; 
je multiplie le premier membre par la valeur de ç et le second par ç même , 

^^ j ^ ÇB 4- p. (£5). X H- p2. (gfi).^^ + etc. = A + cxjr'-* + rfxV*"* f"-' + etc. 
Donc b = C5. Après avoir ôté ffiS du premier membre et b du second , je 
divise par x, puis je multiplie le premier membre par la valeur de ^' et le 
second par J même , et j'ai 

e'p.(Ç5) H- p.(e'p.(Cfi))-x -t- p^.(e'Pr(Cfl)).x3 -H etc. = c -H dxç'^"^ 4- etc. 
Donc c = C' p. (C5). En continuant ainsi , je trouverai les valeurs de ^ , e , 
etc. , telles qu'on les voit ici 

a = A, d = e"p. (ff'p. {ÇB)) , 

* == C5 , . e = e"'p.(e"p.(e'p.(e5))), 

c = Ç*p.(£fi), etc. 
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La loi est évidente. On aura soin de regarder ce qui suit chaque p comme 
un premier terme indépendant , et par conséquent de mettre p^. au lieu de 
D, D. , p3, au lieu de d. p^. , etc. 

Exiler, dans la seconde parye de son Calcul différentiel, chap. vui, a 
* résolu ce problème pour les cas des facteurs binômes C-h yx , g** -+- y'x , etc. , 
et pour celui des facteurs trinômes : il lest ici pour des facteurs polynômes 
quelconques , avec l'avantage qu'on arrive facilement à une loi simple. 

Les quantités Ç,y, J, etc. , fS yS (ÎS etc.,ë*", y, J", etc. étant arbitraires, 
on peut aussi se servir de la solution précédente , et même en quelque sorte 
avec plus de généralité que de celle du n.® 23; , pour rendre une série 
convergente à volonté. 



349* Les formules de cet article conduisent quelquefois à des théorèmes 
qu on fera bien de recueillir pour s en servir dans l'occasion. En voici un 
qui peut servir d'exemple. 

Si dans la formule (iv) du n.^ 257 , on met au lieu de ç sa valeur C -h yx 
ix^ -+- etc. , partant au lieu de g'''^ la série Ç^"* -h n. C^"^. x + p2. ff"». x^ H- etc. , 
et qu'après les substitutions on ordonne suivant les puissances de x ; il est 
clair qu'on doit retrouver la série A -4- Bx -4- Cx^ H- etc. On aura donc 

A -{- Bx -\' Cx^ -f- Dx^ + Ex^ -+- etc. = 






jp2.(D.y^.Ç-3m),Ç5« 



X^ 



'm 



X^ 



etc. 



D.y^.fi^^ps;^' 

iD.(D.^.f-a«).p2.e' 
fp2.(D.^.f-3«).D.e3m 

H-fp3.(D.^.e-4«).e4« 

ce qui donne , pour le terme général , le théorème suivant : 

On a toujours quels que soient A ^ Ç et m^ C étant même arbitraire , 

p».^ = . 

etc H ;^p«-».(D.y^.e-(«-0«).D.Ç(«"')«H-ip»--'.(D.-^.e--»«).e'»"î 

et le n.^ QSg fait voir qu'on peut échanger entre eux — 7» et + m. 



ARTICLE 
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ARTICLE SIXIÈME. 

Usages des dérivations dans le calcul dijffërentieL 

350. Les quantités »j ?, 7, J, etc. qui entrent dans les dérivations ne 
dépendent pas nécessairement les unes des autres , elles peuvent être quel- 
conques ; on voit donc que les cas où ces quantités elles - mêmes sont liées 
entre elles , soit en dérivant réellement les unes des autres, comme les 

différentielles dx , — — , etc. , soit autrement , sont compris dans le cas 

général des dérivations ; et qu'ainsi le calcul différentiel peut être regardé 
comme un cas particulier de celui des dérivations. Gomme nous avons donné 
des méthodes abrégées pour faire les dérivations , nous allons en montrer 
1 application aux diiférentiations ; elles serviront à simplifier la pratique du 
calcul différentiel , principalement dans les cas où les dififérentielles des 
variables sont elles-mêmes variables. 

35 1. Commençons par appliquer aux différentiations des fonctions à une 
seule variable les méthodes simplifiées de dérivation des §§• II et III de l'article 
premier. 

Pour le faire avec plus de clarté , il ne sera pas inutile de montrer , mieux 
que nous ne lavons fait jusqu'ici , les relations des dérivées avec les différen- 
tielles , et de fixer l'idée exacte qu'on doit attacher à celles - ci dans la vraie 
théorie du calcul différentiel. 

Soit ^ une fonction quelconque de x , qu'on peut représenter par (px , que 
Ay marque la différence entre l'état primitif de ^ , et ce que devient cette 
même fonction lorsque la variable x augmente de la quantité quelconque A^ • 
nous nommons A^ la différence entière , ou simplement la différence, ou 
V incrément de^. On a coutume d'appeler ù^y \3i différence finie \ mais comme 
il convient de bannir tout ce qm a rapport aux idées vagues d'infiniment- 
petits, nous croyons devoir ommre la qualification àe finie. 

La différence de la fonction y étant égale à^(a::-|-Aa;) — (po?, ona, par 
les n.^ 2 et 10 , 

Ay = D(pa;.Ax H 2:— .(Ax)^ H ^^.(Ax)^ + etc., ••••(0 

ou bien 9 par les n.^ 2 , 10 et 39, 

H h h h 
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Aj ='D.j.Ax + PV-C-^^)" -+- p3.j.(Aar)3 -h etc. , (a) 

où D^x dérive de (px, D2(px de d^x, D^i^o: de D^^po: , toujours par la même 
loi. Les différentielles de la fonction^ sont les termes des dîfFérens ordres 
qui composent la série égale à la différence ts.y. Ces termes , si Ton en supprime 
les dénominateurs numériques i • Q , 1.2.3, etc. se nomment simplement 
différentielles \ et nous proposons de nommer différentielles divisées ces 
mêmes termes de la série de t^y , en conservant leurs dénominateurs numé- 
riques. Ainsi en particuRer 

D^px.Ax ou D.^.Ax est la différentielle première de (px ou^, 
D2(px. (Aa?)2 ou T}^.y.{ù^xY est la différentielle seconde^ 

D^^x. (Aa:)5 ou d^.^. (Ax)5 est la différentielle troisième^ 

etc. etc. 

D^(Dx 

— -f— . (Ax)2 ou p2.^.(Ax)2 est la différentielle seconde divisée, 



1. Q 

d3(Px 



(Ax)5 ou p5.^.(Ax)5 est la différentielle troisième divisée. 



1.2.3 
etc. etc. 

On voit que dans l'acception dans laquelle nous prenons le mot différen- 
tielle, il signifie simplement un terme , une portion de la différence; et que, 
comparées aux dérivées , les différentielles ne sont autre chose que les dérivées 
multipliées par les puissances respectives de la quantité Ax , par rapport 
auxquelles on ordonne le développement de <p(x + Ax). Les différentielles, 
pour nous, sont toujours de véritables quantités, finies, assignables, et non 
des infiniment -petits, ni même des limites (*). 

352. De même qu on se sert de la notation Ay pour marquer la différence 
entière de ^ , on est convenu d employer les notations ày , à?y , à^y , etc. 
pour marquer ses différentielles successives , d étant une simple caractéris- 
tique ; on a ainsi 

ày = D<px.Ax, à^y = D2(px.(Ax)2, à^y = d3(Px.(Ax)3, etc. ..(3) 

et Aj. = dj. + -^ d^j + -^ df + .^^-ji^-^ d4y + etc. ..(4) 
On a aussi généralement Ax = dx H -d^x + etc. ; mais, si dx n'est 

^ 1. 2 

(*) Ce qui est dit des différentielles non di^nsëes dans ce numéro et aans le suivant est extrait de mon 
Essai sur des principes de calcul di/fjférentiel et de calcul intégral indépendans de la théorie des infiniment^ 
petits et de celle des limites , mémoire qui fut préienté en 1789 à rAcadémte dea sciences de Paris. 
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•plus variable, d^x , d^x^ etc. sont zéro , et Ion a Ax = dx : changeant donc 
A en d dans les équations ( 3 ) , elles deviennent 

dy z= B(px.dx^ d^y = D^^par.dx^, à?y = D^^px.dx', etc., ...f5) 

Pour simplifier et pour nous conformer à l'usage reçu , nous écrivons dx^, 
dx', dx« au lieu de (dx)^, (dx)5, (dx)«, nous le ferons tant qu'il n'y aura 
point d'équivoque à craindre , et alors nous indiquerons la différentielle de a?' 
par d(x"). 

Les expressions D^x.dx, D«(px.dx^, etc. ont sur celles-ci n^px.Ax, D«(px.(Ax)«, 
etc. l'avantage de faire connoltre par elles-méme qu'elles ne représentent pas 
des différences entières , mais seulement des différentielles. 

On tire des équations (3) celles-ci 

d^= »^^» -3^ = D^^^> d^== ^^^"^^ ^^^" (^^ 

où les seconds membres ii(px , D^^po;, jficpx^ etc. , et partant aussi les premiers, 
sont des fonctions de x sans t^x ou dx^ c'est-à-dire des quantités indépen- 
dantes de tSx ou do;. On a nommé ces expressions (6) des rapports différentiels, 
des coèfjiciens différentiels ; comme elles sont précisément la même chose 
que ce que nous avons nommé jusqu'ici des dérivées , nous leur conserverons 
ce deniier nom. Substituant ces expressions dans la série (1) de A^, et 
dénotant par y la quantité y -+- Ay , c'est-à-dire , ce que devient y lorsque 
X devient x + A-t? , ori a 

c'est le théorème de Taylor. 

dy d^y 
Comme -f^, -p^, etc. dans cette série sont indépendans de Ax et de 

dx, il est clair qu*il n'est pas nécessaire que dans cette série dx soit égal à 
Ax , dx peut être tout ce qu'on voudra , pourvu que dans dy , d^y , etc. on 
prenne pour dx la même valeur ; on pourroit donc aussi regarder dx comme 

z=: 1 dans -^ , -r*^ , etc. , ainsi que nous le faisons à l'égard de dx dans d^x, 

D^^px, etc. 

Pour éviter les expressions fractionnaires , nous proposons d'introduire dans 

le calcul différentiel, pour désigner les différentielles divisées, des signes 

semblables à ceux qui nous ont si bien servi jusqu'à présent pour les dérivées 

d^v 
divisées : nous proposons donc d'écrire ^y au lieu de — >^, ^^y au lieu de 



1. 2 
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— ^ , et en général ^«^ au lieu de — ^ — i le dénominateur indiqué par 

le c au-dessous du d étant partout le produit de tous les nombres naturels 
depuis 1 jusque n qui est égal à Imdice de d, tout de même que n.^ 3g. 

Nous désignerons même à l'avenir les coëfficiens difiFérentiels -p— i — r^ — ^ 

^ , g , do: étant invariable, par d^x, ^^^x, $^(px, etc., ce qui est 

la même chose que les dérivées ncpx, p^(px, p^cp^> etc. : et même lorsqu'on 
regarde y comme fonction de a:, et dx comme invariable, nous écrirons 

^•yi^^-yi ^^'Yi e^c. au lieu de --f^- / y ■ . etc.: dans ce 

y » î ./ » î ./ » dx ' 1. Q. dx^ ' 1. a. 3. dx^ ' ' 

cas , il ne faut pas regarder y comme la variable , mais comme le signe abrégé 

de la fonction de la variable x. Il est essentiel de ne pas confondre les d 

avec les d : les d servent à indiquer des dérivées , les signes d désigneront 

toujours des différentielles , en conservant leur signification ordinaire. Nous 

n'avons pas voulu nous servir de points après les d , comme nous le faisons 

pour les o et les d, afin de ne pas trop nous écarter des notations reçues 

dans le calcul différentiel. 

353. Après ces éclaircissemens , proposons - nous la question suivante : 
Soit f^ on <px une fonction quelconque de a; , et que dx soit variable 

d'une manière quelconque , ensorte que la différentielle de do; soit d^<r , que 
celle de d^x soit d^x , et ainsi de suite ; supposons de plus qu'on ait calculé 

o(px , 02^ Jî, o3(p.r , etc. , cest-à-dire -^î- — , /^^ , .^ , etc. , lorsque 

do; est constante : on demande à déduire les unes des autres, tout réduites 
et de la manière la plus prompte , les différentielles successives divisées et 
non divisées de P^ ou (f>x* 

354. Puisque dx est variable, il faut considérer x lui-même comme une 
fonction connue ou inconnue d une quantité ù dont on regardera la différen- 
tielle d^ comme invariable : ainsi représentant x par f^, si ^ devient t + A^, 
ou ^ H- r en mettant r au lieu de A^, x deviendra 

dx • d^x d^x 

^■^ -dF-'' -^ TT-d^"" + \. 0. 3. d^3 • r^ + «te-. ••••(») 

OU , par nos notations , 

dx d-^x d^x 

et, 
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et, puisque F"= (px, on aura aussi A^ = (pf^ = F^, en mettant F au lieu 
du* double signe ^f; donc V^ qui est fonction prochaine de x, peut aussi 
être regardé comme fonction éloignée de ^ ; et , lorsque t devient ^ + r i 
l'on aura pour ^ H- A ^, 

dr d«r è?V , 

"^ "dF-^ "+" TT^Td^-'^' ^ i.Q.3.d.i-^^ -^ ^'^- = 

da: d*x . . d^x 



..(3) 



ou bien , en employant nos notations , 

daj d^a; d3a; ' * *W) 

Cette équation devant subsister quel que soit tj il n'y aura qu'à développer 

le second membre suivant les puissances de r; le coefficient de r" de ce 

d"^ , 

développement sera égal à t — , c'est-à-dire à la dérivée divisée 

de P^ de Tordre n; et, en multipliant ce coefficient par d^ , il sera égal à 
<J«/^, c'est-à-dire à la différentielle divisée de f^ de l'ordre n. 

355. Pour effectuer ce développement par nos règles du §. II de l'article 
premier, il suffit de comparer le second membre de l'équation (3) ou (4) avec 

(b(oc + Cr -H yr^ H- ir^ + etc.), 

ou 

(p(» -h D.«.r -{- p^.a.r^ + p^.«.t' h- etc.). 

d«jC d^i!K 

Cette comparaison donne « = a?, C=d.« = —?-• , y = ^3. « = — — -r — 

= ^pj , ^ = ç3. « = 5""TT » ^^ ^^ ^^^* > ®^ ^^* "^^^^ qu'on peut appliquer 

ici la règle du n.^ 3o , avec cette seule modification qu'en mettant d au lieu 
de D , chaque fois que , d'après la règîe du n.^ 3o , on change une lettre dans 
la suivante , ou qu'on change p^ et en p''+ >. cc^ ici il faut augmenter de l'unité 
l'indice de d devant x , diviser par cet exposant augmenté et par dt^ ou 

changer ^-y en ^ ^ . £n suivant ainsi la règle du n.^ 3o, on déduira les 

unes des autres les dérivées successives de ^, déjà tout réduites et sans 
qu'on ait besoin de faire ni substitutions ni réductions , comme il suit : 

T • • • 
I 1 1 1 
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df^ d((>x dx 

dF dx ' "dF ' 

i.Q. d^2 dx i.Q. d^a ■+■ i.2.d^a • v"37^ » t) 

d3^ d(px d^x d2^x dx d^x d3(px ^ .dx^^ 

i.Q.3.d^5 dx ' i.2.3.d^3 "*" i.2.dx2 *^3Z i. a. d^^ i.q.3. dx^'w^ ' 

d4^ d0x d4a? d^^px ( dx d^x . , d^x .= 

i.a. 3.4.dM dx i.2.3.4,d^4 ^ i.2.dxa( dri.Q. 3.d^5 ^i.a.d^^/ 

d3(px « /^^\^ d^x d4<px /éî%^ 

. "^ 1. Q. 3. dx3 ^ ^d?^ i.Q. d^ "*^ i.Q.3.4.dx4 ' M^^ * 
et ainsi de suite. 

356. Si au lieu des dérivées , on veut déduire les unes des autres les diffé- 
rentielles divisées ; on voit que^ tous les termes de chacune des formules (5) 
que nous venons de trouver étant divisés par la même puissance de d^, il 
suffit de multiplier par les d^; ainsi, en suivant la règle du n.^ 3o, et ËEÛsant 
usage des notations proposées au n.^ 332 , on déduira sur-le-champ les unes 
des autres les différentielles de P^ = (f>x tQut réduites , comme il suit : 

df^ = 'd(px. dx , 

^^F" =z "dÇx. ^^x -f- ^2<px. dx2 , 

^^y = d(px. ^^x H- ^^Çx. adx. ^^x H- ^'(px. dx^ , 

^^f^ z=: d(px.^4x -H '^^(px.[2dx.^^x -+■ (^2x)2} -f- "^^(fix.Sdx^.^^x -H $4(px. dx4, 



^^f^ = d(px.^5x -+- $2(px. { 2dx.^4x -h a^^x.^^xj 

H-.^5^x.{3dx«.^5x ^ 3dx(^*x)*} + ^^Çx.^dx^^^x + ^^(px.dx^ j 

et ainsi de suite. 

357. Si l'on veut déduire les unes des autres les différentielles non divisées 
de y^ ce qu'on demande ordinairement dans le calcul différentiel ; avant 
de £ûre sujr le développement de la différentielle donnée d"/^, les dérivations 
dont nous venons de parler dans le numéro précédent , il sufBt , conformément 
à la règle du n.^ 35 , de multiplier tous les tenues de d'^F par Tindice /» + 1 
de la différentielle suivante d« ■♦- " /^. On aura ainèi : 

dy = ô(px. dx , 

d^y =1 ô(px.d«x + ba(px.dx« , 

d^y = d^px.d'x + d«(px. 3dx. d^x + ô'(px.dx^, 
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d^/^ = b^ar.d^x + d*(px. { 5dx. d4ar -f- iod«x.d%} 

+ b3^x. { ioda:«.d% + 1 5da:, (d«ar)« } + b4<px. lodx^.d^ar + b^(px. dx^ , 

d^/^ = îfcpx.d^x + d*<px. { 6dx. d^x 4- i5d»x.d4x -f- io(d*x)«| 
b3(pa:.{i5dx».d4x -+- 3odx. ad^x.d'a: -f- i5(dax)'} 
ô^x. { 2odx'. d% -f- 45dx*.(d»x)*| -+- ô^^pj;. 1 5(1x4. d«x -+- ô^^x.dx^. 

On continuera ainsi , sans s arrêter, autant qu on voudra : les coëfllciens numé- 
riques réduits* se forment toujours sans embarras à mesure qu'on avance. 

358. L'importance des procédés dont nous venons de &ire usage , nous 
engage d'en donner l'énoncé, et nous fait penser qu'on ne taxera pas de 
superflues les règles suivantes , quoiqu'elles ne soient qu'une traduction de 
celles des n.^ 3o et 35, traductions très -faciles à faire, lorsqu'on a bien, 
saisi les relations entre les différentielles et les dérivées en général. 

Règle. Pour déduire une différentielle divisée d'une fonction de x, d'un 
ordre quelconque ;?» -f- i , de celle de l'ordre précédent m, cest^à-dire pour 
déduire le développement de ^'^•^^(px de celui ile, ^^(px, dx étant ^variable: 

Dans chaque terme du développement donné de ^^(px , on ne fait varier 
que la seule différentielle de x de l'ordre le plus haut^ et en outre celle 
de l'ordre inférieur de V unité ^ si elle se trouve dans le terme : on augmente 
de l'unité l'indice de chaque différentielle de x qu on fait varier ^ et Von 
divise par cet indice .augmenté ^ c'est-à-dire on écrit ^'^'^^x au lieu de 
d^j?. On divise de plus par l'exposant de chaque puissance nouvelle quL se 
forme dans le cours du calcul. 

359. Règle. Pour déduire une différentielle non divisée à!* '^^ (px de celle 
de l'ordre inférieur de l'unité d'^cpx , qu'on suppose développée-; multipliez 
chacun des termes du développement de à^cpxpar /?» + 1 > indice de l'ordre 
de la différentielle cherchée; puis suivez mxactement la règle précédente. 

360. Ayant la différentielle ^"(px développée , si l'on veut en déduire celle 
qui la précède, ^«"-*(px, et qui est de l'ordre moindre de l'unité, on conclura 
sans peine de la règle du n.^ 36 une règle pareille et inverse de celle ci-dessua 
n.^338. Le lecteur en formera facilement l'énoncé, s'il le juge nécessaire. 
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36i . Le principal avantage de nos méthodes abrégées consiste à faire trouver 
sur-le-champ une différentielle d'un ordre quelconque, où dx est variable, 
sans passer par les différentielles des ordres inférieurs. Faisons donc encore 
voir comment le théorème du n.^ 90 et les règles données dans le § III de 
l'article premier s'appliquent à la solution du problème suivant. 

Soit P^ ou (px une fonction quelconque de x , et que àx soit variable , 
on demande immédiatement la différentielle divisée et non divisée de l'ordre 
71 de ^ , c'est-à-dire le développement de ^"^ ou ^'^(px et de d"/^ ou d«(px, 
en supposant qu'on ait déjà calculé ou qu'on connoisse d(px , ^^(px , '^^(f>x , etc. 

362. Pour la différentielle divisée , on a d'abord par le n.® 90 , 

^«(px = ^(px.(dx)« -f- ^«->(px.d(dx)*-* -H ^"-«(px.^^^dx)»-» 

H- etc. + ^2(p;i;.^ii-a(dx)a H- ô(px.§«->(dx): 

il ne reste plus qu'à développer (dx)", d(dx)«-' , ^^{dx)^-^ j etc., en 
appliquant la règle du n.^ 43 ; ou à déduire les uns des autres les dévelop- 
pement de ^«-'(dx), ^""-^(dx)2, ^«-'(dx)', etc. , dans l'ordre inverse du 
précédent, en appliquant la règle du n.^ 47 : on considérera touJQurs dx 
comme une première quantité , c'est-à-dire qu'on écrira ^"x au lieu de ^"- ' (dx) ; 
^«-»x au lieu de ^l''-^(dx), etc. 

ExBMPLB. Supposons qu'on demande la différentielle sixième divisée ^^<px. 
On aura sur-le-champ : 

^6^x = ^(px.dx^ + '^^(px.5dx^.^^x -f- ^(px. { 4 dx^ ^'x. -4- 6dx»(^2x)a} 

^5(pa:.{3dx2.^4x -h Sdx.a^^x. ^Sj; ^ (§'x)3} 
^*(px. { Q dx. ^5x -f- Qd«x.^4a: -H (d^x)*} -h d(px.^^x. 



363. Pour la difiTérentielle d«(px non divisée , la règle se déduit des n.^^ 90 
et 45 , et on peut la réduire à l'énoncé suivant : 

RÈGLE. Après avoir écrit successivement d"(px, d'*""(px, b«-"*(px, etc.; 
pour déduire les uns de^ autres et de dx'^, facteur de'à'^ipx , les facteurs de 
ô'*"'i^x,ô«-^vPx, etc. , dans lefapteur trouvé on multiplie chaque terme par 
V exposant de la puissance dedx qui l'affecte, puis on diminue cet exposant de 
T unité. Après cette préparation ^ on fait varier dans chaque terme du facteur 
trouvé la différentielle de dx de l'ordre le plus haut, et encore celle de V ordre 
immédiatemetit moindre que la plus haute, si elle se trouve dans le terme : 
on divise par chaque indice qu'on a augmenté, et de plus par l'exposant 
de chaque nouvelle puissance qui se forme dans le cours de l'opération. 

De 
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De cette manière , de ô«(px.da;'», difTérentielle »**^ de (px, do: étant invariable, 
on déduira , sur-le^hamp et sans s arrêter , tous les termes qu'il faut ajouter à 

m 

d«^x.dx«, pour avoir d«^a?, lorsque dx est variable. 

Exemples. On demande le développement de d^(px et de d7(pXy dx étant 
variable. 

On a 7fi(px. àx^ pour premier terme de à^cpx^ de là on déduit les autres 

comme il suit : 

6. 5 

d^(px •= Tfiipx.àx^ -t- d5(j)x. -^ — dx^.d^x 

b4(7)x. { -^1^ dx5. d3x -+- ^' ^' ^' ^ dx^. (d^x)^ l 

■X2 ,6.5.4.3., " ,, 6.5.4. 3. Q , *5 -li . 6.5.4« 3.Q. 1 . , .-» 
^ ^* { 5^ — dx2,d4x -H 2 — j7 dx. «d^x.d^x H ^ (d2x)3| 

•^«^ ,6.5.4.3.2 j j- 6.5.4.3.2 j^ j, . 6.5.4.3.2 ,j_ . , 

^^^•{ 7^ T-dx.d^xH ^ — 2d«x.d4x H I_-_(d3x)«} 

^ * 2. 3. 4. 5 2.2.2.3.4 2.2.^.3.3^ ^* 

d(px. d^x. 

Quand on aura acquis un peu d'habitude à pratiquer la règle , on fera bien 
de réduire tout de suite les coëfEciens numériques, et Ion trouvera ainsi 
sur-le-champ 

d^^x = 'b^(p.àx^ -f: ô5(px. i5dx4.d2x -H ô4^x.{2odx3.d3x -H 45dx^(d«x)*| 
d3(pa:|i5dx2.d4x -H 3odx.2d2x.d3x -h i5(d«x)'} 
î>«<Px. {6dx.d5x -+- i5d2x.d4x + loCd^Xy^j -+- ô^px.d^x. 

On aura pareillement , pour ài(px , en déduisant tout du seul premier terme 
Ô7(px.dx7, 

d7(px =^ îTTpx. dx7 -H ô^^x. 2idx5.d«x 

Ô5(px. {35 dx4.d3x -H io5dx3 (d*x)^} 

Ô4^x.{35dx'. d4x -4- 2iodx«.d*x. d^x H- io5dx. (d*x)3| 

ô5(px. 1 2idx^d5x -+- io5dx.d*x d4x -H 7oda:.(d5x)* + io5(d*x)*.d5x} 

d»(px.{7dx.d^x -+- Qid^x.d^x -f- 35d3x.d4x} + d(px.d7x. 



364. On formera aussi sans peine, d'après les n.^ 47 et 49 , une règle pour 

calculer sur-le-champ la différentielle divisée ^"^x, ou, d'après le n.**5o, 

une règle pour calculer la différentielle non divisée d" ^ x , en partant , non 

du terme ^cpx. dx" où d«(px. dx«, mais bien du terme ()^d:. ^*x ou d(px.d»x. 

Comme ces sortes de traductions de règles n'ont point de difEculté, je les 

laisse à faire au lecteur. 

K k k k 



4' 



3l4 DU CALCUL 

365. Lorsqu'on a nue fonction quelconque de x, et que dj? est inyariablei 
nos méthodes abrégées de dérivation servent encore , soit à faciliter les difFé- 
rentiations successives , soit à Êdre trouver immédiatement l'expression de la 
dérivée ou de la différentielle d un ordre quelconque. Des exemples vont 
en indiquer la manière. 

Soit ^ = (p{a -f- Ax + cx^ H- dx'^ + ex^\ , 
pour en avoir la différentielle de Tordre n , dx étant invariable ; il est visible 
qu'en mettant x + dx à la place de x , la différentielle divisée de l'ordre n 
n'est autre chose que le terme affecté de dx" dans le développement de 

(p\a -H^(x -H dx) + c(x H- dx)« + d{x H- dx)3 -f- e{x 4- dx)4|. 

Je développe d'abord le polynôme de cette fonction suivant les puissances de 
dx I ce qui se îaàt très-facilement en prenant les différentielles successives divisées 
du polynôme tf -H Ax -+- ex* + rfx^ -f- ex4 , dx étant constante ; on trouve ainsi 



{a 4-*X -\-'Cx^ 4- dx^-k-ex^ 4- (*-+- «ex + 5dx^ -f- 4ôx')dxî 
\ '\-'{c -hidx +6ex»)dx» -f- (éf -4- 4ex)dx5 H- e.àx^\ 



formule qu'on peut représenter ainsi , en disant a h- ^x + ex* + da? + €x^ 
= ^' (p{^ -J- 'à.X.Ax H- ^\X.Ax^ 4- '^\X.àx^ 4- ^.Xdx4} : 



je la mets sous la forme 

V = (p{c» -f- edx + y.dx« 4- Idj^ 4- «.dx4}. . 
On peut appliquer à présent nos règles, de dérivation, en fusant varier ec , 
ff, etc. ; et l'on aura, pour la différentielle /»**^ divisée et non divisée » 

^«^ = p«.(p«. dx», et d*/^ = D». (pa.dx» ; 
développant la première expression par le n.^ 2 q , on a pour le coëfEcient 

^"' ^"'^ ="p"(p«.ff» 4- p«-«(p«.D.Ç«-» 4- p"-*(p«. p2Ç»-.a 

4- ç»-3(p«.p5.Ç»-5 4- p«-4(p<^p4f»-4 -I- etc.; 
on développera les quantités en C par la règle du n.^ 43 , puis on remettra 
au lieu de ixj C, y^ f, e leurs valeurs : la série sera toujours terminée. 
Si Ton veut avoir la dérivée non divisée , on aura par le n.^ 45 
ô»./^ = D»<p«.ff» 4- D«-*<p«./».D.Ç»-» 4- B«*:»(p«.»(n— i)p\ff«-« 

^ D»-3(p^.„(;,_l)(^_Q)p3.^«-.5 ^ etc.: 

pn aura soin , dans les développemens , de regarder 9 comme une dernière 
quantité dont la dérivée est zéro. 
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366. Prenons un cas moins général; soit, par exemple » 

^ = (« 4- *x -f- car* -H dx^ -H ex^^Y; 
<P« ici devient = a', et Ton a 

r(r— i)(r— 9). . .(r— n+ci).«''-»-M./î(/i— i)ff«-ay 

r »(/ï- i)(/»-?)e«-5(J 
r(r-.iXr-9)...(r-/i+3).«^— +a) - nC/i-iV/ï-QV/^-S) ^ , 

( 1 . îa '^ 

n (n — 1 ) . • . . (n — 3 )e«^4. g 

- n(n— 1) f»— 4) - .. M 

+ r(r-i)(r-.Q)...(r-i»+4).«r— *-3j4--^^ TTT^ ^ff'-^.2y<î| 

— mm ^ ^•v' 

n(n—x)..(n—5) _ ^ , . ►^ 
-i j-^-^ i- e-«. (ay« + i^) 

I • Q • 3 ' 

»(«-i).....(/«-7)g,.e . 

1 . Q • 3 • 4 ^ 

etc. 4- etc. 
La série se terminera toujours d'elle-même si vt est entier positif. 

367. Pour prendre un cas plus., particulier encore et renfermé dans le 
précédent , soit ^= (a + ^ar -f- cx^Y ; on aura à développer (o^ -H £ do: 4- yAx^Yy 
S et 8 étant zéro , et la formule du numéro précédent donnera 

b»(a -^ bx ^ cx^y = 



nf/i— 1) «y yi(n— iX^ — 3X^—3) ««y« 

"^ Q.3(r-,n+iXr-/J+QX^-'ï+3) "ff^ "*" ®*^ 

où « = a + 3ar + cx«, ff = ^ + acx , y = c. 

Cette formule a été donnée par Lâorangb, Mémoires de Berlin pour 1 77a , 
page 21 6. La formule plus générale du numéro précédent se calcule par nos 
procédés avec autant de facilité que celle* ci , et c'est un avantage de nos 
méthodes de dérivatiop. 



3i6 ^ i>u cAiiCuii. 

♦t 

Soit z = arc. sinx ; on a j- = —77 r , et faisant -5- = ^, on a 

_i ^ \/{i-xx) dx 

V -==• (1— X*) « , ce qui donne r= — ^, a= 1, A=o, c=: — 1 , «= 1— x% 
e= — 2x, y = — 1 ; partant -^ = — -^^^ , et 

d« ^ d» ■*- * (arc. sinx) 




dx* dx*"*"* 

S 77(71— 1) 1— ya 7?(/i— i^yi— ^X^""3)(i— x^)< 
3/î— 1 QX« Q(Q71— l)(Q/i — 3) û^'x-* 

n(;i-i)f7i -g) (71- 3) (i-x^)3 _^ ^^^ 
-4- ^ , . — 5 — jr— — f- eic* 

Q. 3(2^-1 (271— 3XQ7» — 3) <X^JP 

djz 1 

Soit encore z = arc. tangx ; on a j— = ; do^c, faisant V 

dx 1 +x* 

= (1 +x^)-i, on a r = — 1 , a= 1 , ^= o, c=i^ «==1 -f-x», C 

J ^7 1 + X* ^ „ 
y = 1 ; donc =f = , et Ion aura 

d"/^ d*+* (arc. tangx) 

dx» dx*-+"" 

r , xi+a:« (7i-q)(72-3) ( 1 + x »^^ 

Q«X» 1 >• -^ Q^x* 1 . 2 a^X^ 

"^''^' '*"•'' (l+X^r+0 (71-3)(71-4)(71-5) (i+xM3 , ^^^ 

l 1 . Q . 3. 2^X^ 

dans zp le signe supérieur est pour n impair et linférieur pour n pair. 



» 



368. Mais rarement, en mettant x+ dx au lieu dex dans la quantité affectée 
du signe de fonction, le développement de cette quantité, ordonné suivant 
les puissances de dx, est terminé ; il va ordinairement à Tinfini , de sorte que 
la fonction devient 

(P(a 4- &dx + y.dx* + Jldx' -+- s. dx4 -H etc. à l'infini) ; 
or cette expression , étant de la forme de celle du n.^ 20 , se développe de la 
même manière, et on trouvé sur-le-champ la diflérentielle de Tordre quelconque 
n , en cherchant par les règles du §. III *de l'article premier , le terme affecté 
de dx*, terme qui sera toujours composé d'un nombre fini de parties. ^ 

369. Voici une observation que nous croyons ne pa3 devoir passer sous 
ailence. Il y a cette différence entre le signe d et le signe d que , placés l'un 
et Vautre devant la même expression^ d n affectera .que les x» et d que les 

quantités 
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quantités qui multiplient les x et qu on regarde comme constantes dans le 
calcul différentiel : ainsi on a 

r* r — 1 ^ tn. m — i 

1 . Q ^ 1.2 

Mais à l'égard du polynôme « + Ça: H- yx^ -h ix^ + etc. ; je dis que Ion a 

$*(« -f- ffx -4-- yx^ -+- (Jx3 + etc. ) = p«. (« + ffa: + yx» -^i^x^-h etc.); 
et qu ainsi on peut changer les dérivées relatives àx, dx étant constante, en 
dérivées relatives à «, C9 y 9 etc. 

En effet , on aura , en faisant varier x et divisant par d x , 

$*(a-f-fx-Hyx2-f-etc. +p''.«.x»+ç« + *.«.x«+» + ç«+«.«.x« + «-f-etc.)==: 

/ . * /Ï+1./2 + Q ^^ W+1./2 + Q.7I + 3 .- » 

*^^*^ i.a^ i.Q.3*^ 

H- etc. 
= Ç«.« H- D.p».a.x -4- p2. p».«.x2 -+- p5.p*.a.x5 + etc. 

= p".(a -h D.a.x -f- p2.a.x2 -+- p5.a.a:3 -f- etc.), 

ce qui est précisément le setond membre de Téquation qu'il falloit démontrer. 

On prouve de même que Ion a plus généralement 
^«(p(a H- ffx ■+- yx2 + Jx5 H- etc.) = p«.(p/'a + Çx + yx^ -H Jx^ + etc.). 

En effet , lé premier membre devient en développant 
$*{^-l-D.(p£».xH-p2.^«.x2-hetc. -h p«.(pa.x« +p«+».(p«.x»-*-" -+-etc*| 

= p".(p« -H (/î+i)p«+^^«.x -f ! p«-*-^^a.x3 H- etc. 

= p". (p« + D. p». ^a.x + p^.p^.^poî.x^ -H p5.p«. ^«,x5 4- etc. 
= p"-(^a + D. (p«.x -+- p2.^«.x2 -+- p3.(pa.x3 -H etc.) 
=== p"»^(« -H Çx + yx^ + èx^ + fiX^ -H etc.). 
On a aussi p*.^"«p(f5 ■+- ffx -f-yx^ -f- etc.) =.p".p*.^(« + Çx 4- yx^ -j- etc.). 



" 370. Faisons à présent des applications des formules de l'article second aux 
différentielles divisées et non divisées. 

On demande d'abord à trouver immédiatement la différentielle divisée et 
celle non divisée de Tordre quelconque n du produit xy^ c'est-à-dire le 
développement de 4'1^^) ^^ celui de d«(x^) , y étant une fonction de x et 
dx étant variable aussi bien que ày. 

Puisque dx est variable et^ fonction de x, il faut regarder x et'^ chacun 
comme une fonction d'une même quantité t dont d ^ est invariable , et faisant 

LUI 
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V ^ xy et. A^ = T » on aura 

,^ è.V à^V d^r - 

(^ + ^.^ + 1^ . ^. + etc.Xj' -*- ^ • r -+- -^ • r» + etc.); 
comparant avec le n.^ 86 , le théorème du n.^ 87 donne sur - le - champ 

x^'^y H- dx.d«-ij^ -H ^*x.§"^*^ -H ^3j..^ji-3^ _l- ^4x. c}.»-4j^ -H etc. 

On aura , par le n.^ g5 , pour la différentielle n^^^ non divisée , 

d»^ = d»(a:^) = 

x.d»y rf- /^dx.d'^iy H d«x.d«-*yH . r — d^x. d"-5y-|-etc. 

•^ ^ i.Q •^ 1.Q.3 -^ 

71.71 — 1.71 — 2. ,- n»n — i- _ , ., , , 

H 5 — d«-3x.d^ H d»-*x.d^^ -f- n&^-^x.ay -}- d*x.^, 

OU les coëfficiens numériques en n sont ceux de la puissance du binc^ie 
(x -+-/)" développée. 

Si dx est invariable, alors tout demeurant comme ci-dessus , on considère 
X comme une fonction de t du premier degré , comme égal à a + ^^; le 



£icteur x H- -t— • r + t— r • r* + etc. devient x -+- -rr • r • et l'on a dans 

d^ d^* d^ 

ce cas 

^"(x^) = xî^^y + dx. ^*-*^, et d"(x^) == xd«^ H- Tidx.d»-"^, 

Syi. Nous avons fait voir, n.^ 95, qu'on obtient le développement de la 
^dérivée D".(â^), en développant (a +4^)" et en changeant les exposans en 
signes de dérivation , savoir en mettant d'.ûs au lieu de oc' ^ D^â au lieu de a% 
do.« = £V , et D<>.a = A , au lieu de a et a ; et dans le n.® 96 nous avons étendu 
ces homologies entre les puissance^ et les dérivées à un nombre quelconque 
de facteurs. Ici nous allons présenter la chose sous^n autre aspect, noua 
allons détacher des dérivées leur échelle de dérivation ; ces considérations 
auront lavantage de se prêter plus facilement aux applications ; nous en 
offrirons différens résultats par la suite. 

La dérivation totale que Ton obtient en faisant varier à la fois a et oc dans 
le produit aoc ou dans la fonction (p{a^oc) étant représentée à lordinaire par 
D, désignons par d*' la dérivation par rapport à oc seulement ^ et par d*' la 
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dérivation par rapport à a seulement ; Yéchelle de dérivation sera 

D == D»* -4- D"» • 

La même chose ayant lieu pour la difiPérentiation du produit xy ou de la 
fonction <p{x^y)j c'est-à-dire, d désignant la différentiation totale, d*' celle 
par rapport à y seulement , et d^ celle par rapport à x seulement ; on aura 
ïéche/le de différentiation 

d = d»» -f- d"» : 

et ce que nous dirons des différentielles s appliquera aux dérivées. Pour avoir 
la différentielle de xy , il sufEt de multiplier xy par d»* H- d"». On a ainsi 

d(a:^) = (d»" -H d*»)-xy = d»"(a:/) H- d'»(xy) = ard/ H- y^x. 
L'équation d= d*^ + d*», ou féchelle de différentiation, nest, comme on 
voit , qu'une manière d'exprimer, que , pour difFérentier une expression à deux 
quantités 9 fonctions l'une et l'autre de la même variable , il faut différentier 
par partiels , en faisant varier séparément chacune de ces quantités , l'autre 
demeurant constante , et que la somme de ces différentielles compose la diffé- 
rentielle totale. 

Puisque la différentielle seconde provient de la première comme celle-ci est 
provenue de la fonction , il s'ensuit , que , pour avoir la différentielle seconde , 
il n'y a qu'à multiplier la différentielle première par d>^ + d*> : on aura ainsi 

récheUe ^^ ^ ^^^ ^ d^)(d»* H- d»0 = (i* + d'Os 

et , en continuant , on aura en général , 

d« = (d'* ^ d»»)». 
Aussi est -il visible qu'en développant (d»» -H d»0" par la règle du binôme et 
multipliant xy par ce développement, on aura pour àl^{xy) la même expression 
que dans le numéro précédent. 

37a. Si l'on a le produit xyz^ ou la fonction (p(a:,^, «), on sait que, pour 
en avoir la différentielle, il £aut différentier par rapport à chacune des quantités 
z , ^ , X en particulier , et rassembler ces différentielles , ce qu'on exprime 
ainsi d = d"» -H d»* + d»» , et l'on a d« = (i»» + d»» + d*»)«, et 

à^f^xyz) = (d»»» + d'* -H d"»)« X xyz. 
On aura pareillement 

d«(x^zw) = (d"»« + d»>* -f- d»i -4- d«»)»Xx^zw', 
et ainsi de suite» On développe (d»»» -4- d»* -H d»»)" et (d«»i -+- d»»" -+• d»* + d'?)" , 
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tout de même que (^i -+• A -h c)« et (a -+- ^ + c -+- ^)*, parles régies du 
§. II de larticle premier, puis on multiplie xyz^ et xyzu par ces dévelop- 
pemens respectifs. 

On peut au reste démontrer cette proposition de la même* manière dont 
nous avons démontré celle du n.^ 96. 

SyS. Soit /^= (px.\|>'^, dx étant variable et^ fonction de x ; il est aisé 
de voir qu'en considérant x comme fonction de t^ dont la différentielle d^ 
est invariable , on a par les n.^ gy, 100, 101 et 102 les trois formules suivantes: 

•^«^= ^-{(px.^y) = I. 

(px.^^-vl/j + d(px.^l«-»\|yy + ^^(px.f^'^-^'^y + etc. + ^^(px.^y*j 

^«r = ^«(cp^•^ky) = H. 

+ etc. + $"(px.dx«.\J/^; 
^»^ = 4». ((px.yi^y) = III. 

+ $*(px.-v|/j^.^»-8(dxj* + ^»(px.ôvI/j.§»-3(dx'.djK) 

+ $3<px."4//.§"-5(dx)5 
+ <pa:$'>|<r.d^ 

+ ô^x.^-''v|/j.dx.d^«-' 

+ etc. + ^»<px.^»-«v(/j.dx«.d^»-a 

+ etc 

Dans le développement ultérieur de II , dx doit être considérée comme une 
première quantité; et dans celui de III, dx et djr doivent être considérées 
chacune comme une première quantité. Dans "à^x et dans dv)/^ , dx et dy 
sont constantes et Ion divise par ces différentielles , ou Ion considère tant 
dx que dy comme = 1. » 

374. Soit en général ^= (p(x, j'), ^ étant fonction de x et dx n'étant 
pas constante ; on aura par les n."* 1 1 a et 1 1 1 , d*^ se rapportant à y et d'» à x , 

#•"<?(*»/) + d''^'»-><p(x,j^) + 4*^'-*(p(x,^) + etc. + i'''(p(xty)f 

et 



et, pour la différentielle non divisée, 

d«^ = 'd«(p(x,^) = 

d»«(p(x,^) -+- /id*»d'»-»(p(x,^) H ^ d«»d,«-*(p(x,j') 

H ^ — ^^— ^ — ^^ d3»d'«-5(p(x^^) 4- etc. -h d«»(p(x,^)> 

ce qu'on peut indiquer de cette manière : 

et Ton aura de même , y et z étant chacun fonction de x , 

d»^(x,^, z) = (d"i + d'i + d»»)*» X <p{xjyj z). 

Pareillement j/' ^ z et u étant fonctions de x , on aura 

d«(p(x,7, z^ u) = (d»Mi -+- d'»i + d»i 4- d»»)» X <P{x^y^ z, w); 
et ainsi de suite. 

r 

Le n.** 1 1 3 donne encore cette formule : 

«^' <P (a? ,^). 4— * dy H- $'*^(x,^).§«-«(dj.)» H- ^'^^(z,^).^— 5(d^)5 
-+-d''(p(x,jK).^"-«dx + d''î>''^(x,j)^).^«-«(dx.dj) -+- 2>''^«(p(x,j).^»-3(ir.d/») 

4- ^*'^(ar,jK).^»-»(dx)a + $»»ô.«^x.7).^"-3;dx».dy) 

-H ^Ç>(x,jr).§-3(dx)3 

H-^.«^(x,^).d^ 
-f- ô>»^»"-'<p(X|^)dx.d^"-» 
+ etc. 4-$*'$'*~*<p(x,^).dx».dj"-* 

4- etc 

où dx et ày doivent être considérées comme des premiers termes ; dans 
'^^*'^''(p{x^y)y on considère dx et d^ chacune comme constante, et Ton 
divise par dx^d^', ou l'on considère simplement dx et d^ chacime comme = i. 

375. Passent aux équations différentielles. ^ 

Si y est une fonction implicite de x, c'est-à-dire une fonction qui n'est 
déterminée que par une équation en x et ^ ; représentons cette équation en 
général par <p{x^y) = o : alors, puisque y est fonction de x, lorsque x 
devient x -H A x , ^ devient^ -f- "b.y. Ax -t- ^?.^. ( Ax )2 -+- ^*y* (A x)^ + etc. 
et l'équation (p(^x^y) = o devient 

M m m m 
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^{x + Aar,^ -4- ô.j.Ax H- ^^.^. (Aar)^ -+- ^3.^. (Ax)' + etc. } = o , ou bien 

et, comme cette équation doit avoir lieu , quel que soit Ax, il faut que chaque 
terme affecté d'une puissance différente de Ax soit zéro séparément; on aura 
donc, par le numéro précédent, en observant que àx est constante et ày 
variable , et développant , 

o'= (f){xijr)j 

et ainsi de suite. La loi n'est pas difficile à saisir : mais elle se présente 
encore mieux si on ne développe pas entièrement , et si , en mettant f^- au lieu 

de (p(,Xjj)j on désfguQ par "b^^V la dérivée \. ^^^ , dx étant invariable, 

et par 'd*^.V la dérivée — ^ ^*^ 'a* ^^ étant variable et variant par 

rapport à or dont^ est fonction ; alors les équations dérivées seront exprimées 
par les formules suivantes : 

o = (p(x,j) = r, 

et Ton a généralement , pour Véquation dérivée de Tordre n**** , 

o = ^^.V -+. d^$»»->.F 4- $''$^*-^^ H- $3,^.»-3.^ -+-etc. 4-$«.K, 
ou bfen , en détachant l'échelle de dérivation différentielle et prenant la dérivée 
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non divisée , on aura pour l'équation de Tordre n , ^ 



376. Il s'agit ordinairement d'avoir la valeur de -=-^ : on y parviendra en 

ex Ju 

I 

cherchant celles de -^ , -3^ , -rX , etc. , 1 , ^^ , tirées successivement des 

dx dx^ dx^ da:»-* 

équations qui précèdent celle de l'ordre n , et substituant ces valeurs dans la 
dernière équation. Mais, en employant la formule (Sj) du n.** 3qq, on n'a 
pas besoin de ces substitutions successives ; elle fournit Immédiatement les 

valeurs de ~ , %^ , ^ , etc. , %^. Car on a par cette formule , 
dx ^*^(p{xjj) 

et ainsi de suite. Dans les seconds membres "dx et 'dy sont, constantes l'une et 
l'autre et = 1 ; on aura soin, en développant, de considérer d>^(p(a:,^) et 
d*»(p(x,j^) comme des premiers termes, et d'écrire ^««(pCx,^), ^''(p*(xj^)i 
etc. , au lieu de ^'^^'^(^(x,^) , ^'^^^^(x,^), etc. Gomme la loi est manifeste 1 

il est aisé d'en conclure la formule pour le terme général ^r^* 
Ces formules me paroissent dignes d'attention. 

377. Si Ton a une équation différentielle dans laquelle on a considéré j^ 
comme fonction de«x, et qu'on veuille au contraire y considérer x comme 
fonction de jf^; alors, par le n,^ 341 , il faudra, dans l'équation différentielle 
proposée, changer 

^'-^ = -aï^» ^--y = ■&» ^'^ = ■^' *'*^- ' ^««Pectiyement en i^d^^, 

est invariable , de sorte qu'on peut écrire dy hors des signes d. 

Mais, par le même li.^ 341 , on peut donner ià ces quantités une forme 
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plus propre à les développer fiicilement chacune en particulief , savoir 

|d^.d(dx)-S Td^/(^2(da:)-^ iàjr.^^{dxy^j etc. 
On mettra généralement dans Téquation proposée, au lieu de ^"^ Texpression 

— dj/'. ^''-^(dx)^. Dans ces expressions dx est considéré^ comme nn premier 

terme et comme variable. 

Si on laisse -djf sous les signes d , et qu on fasse aussi varier dj^ i alors 
changeant $2.^, $3.^, $4.^, etc. en ^d { (dx)-«.dj^} , ji^\{dxy\d^\ , 
i^^{(dx)''<dj] , etc. , et regardant dx comme un premier terme et d^ comme 
un second terme, on résout cette question : Ayant une équation différentielle 
dans laquelle d x est constante et djr variable , la transformer en une autre 
dans laquelle dx et djf sont variables, c'est- à -dire, en une équation dans 
laquelle on regarde x et ^ chacun comme fonction d'une autre quantité. 

On voit donc encore la liaison de ces questions avec le retour des séries 
et les méthodes pour trouver par approximation les racines des équations. 

378. Venons à présent au cas des différentielles partielles» 
Soit U une fonction de x, ^ et z, que j'exprime par (p(x, ^, z), et 
soit z lui - même une fonction de a; et de ^ , œ et ^ étant des quantités 
indépendantes , et d x et d^ indépendantes et invariables : on demande le 
développement de ce que devient U=i(p(^Xj^j z) , lorsque œetjr deviennent 
a? -H da? et jf -H d/ ; ce développement devant être ordonné suivant les 
puissances et les produits de do; et de dy : et même on demande un terme 
quelconque de ce développement sans passer par les termes précédens. 
On voit que tout se réduit à développer 

d:r,j^ + dj^, z^-^.dx -f--J^-dx» -f- etc. 

. dz j d^z , • 

(p< +d7'^->^"^-dî:d^-^^-4r+etc. 

-d^* -H etc. 



•+• etc. 

En mettant U an lieu de (p(x, ^, z), il est aisé de voir, par les n.* i36 
et 373, que le commencement de ce développement est 



U 
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6U d«z à»U d« 

dîT" d« àU ^ , I dz dx« dx.dz dor 



"di^-'Cj;) 

d£ _d»z_ d'IT" àz 

t^.^^^\Ay^] **'' ' dx. d^ "^ dy. dz * dx ^ dx. d^f ^^^^ ^ ^^^ 

^dz dy ^ djr -> -^ ^ ) ^ ddt/^ dz ds' d»y dz ^ 

dz* dx d^ dx. dz Ay 

àU cî»z d»£/ dz 

dz dy^ d^. dz oy 

d3« ^dy^ 




etc» 



etc. 

Mais I pour en mieux saisir la loi , nous ne développerons pas entièrement 
les termes et nous emploirons les notations des dérivations. 

Désignant donc par B^t/" que x seul varie de i dans (p(a:,jr, jk); par d»>t7" 
que c'est jr seul qui varie, aussi de i ; par 'd*>^.Uque c'est z seul qui varie de 

-- ou b.z , et par B'>»i.Z7 que c'est encore z seul qui varie , mais de -r- ou b'.z : 
dx dy 

le commencement du développement sera 

4- (^'A £/^ H; ô'i$',,^£;' 4- $.^d'.>i. l/^ 4- §.3t;^).d^5 

4- etc. 4*- etc. 

La loi se saisit Ëtcilement ; elle est telle qu'en détachant les échelles de 
dérivation on a généralement, pour le coefficient de dx'^d^'', l'expression 



] 



(d»>«. 4-*b'0'"-O'*'"- + 'à^'YxU. 



Quant au développement des dérivées que l'on représente généralement par 
^^ $'>>*. 17, on le trouve par les solutions du problème proposé au n.^' i3i. 

N n n n 
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Si, tout demeurant comme ci-dessus, on a l'équation (p(x,^, z) = o, alors, 
puisque dx et djr sont indépendantes , et que Téquation doit avoir lieu quelles , 
que soiept d x et dj^ , il est clair que les coëfEciens de chaque puissance 
et produit différent de dx et de djy forment séparément une somme égale à 
zéro. On pourra ainsi trouver sur-le-champ le développement d'une équation 
aux différentielles partielles d'un ordre quelconque, tant par rapport à oc 
que par rapport à ^. * 

Syg. Voici encore un cas qui sert dans la théorie des équations aux diffé- 
rentielles partielles, et dont la solution est facilitée par nos méthodes. 

Soit z une fonction de a; et de ^, et qu'on introduise au lieu de x et de^ 
deux nouvelles variables u et ù^ en sorte que a; et ^ soient chacun fonction 
de ^ et de 2^ ; trouver les formules différentielles par rapport à ces nouvelles 
variables. 

Ce cas se trouve dans le tome III du Calcul intégral d'EuLER, page i86. 

Soient Zj Xj y représentés respectivement par (p(x^ , ^) , xpC^, w) , xi^^ ")> 
on aura z =;= <P{\K^, ^) ? xC^i ^)| î et z -f- Az étant ce que devient z , lorsqu'on 
met ^ H- r au lieu de ^ et w + u au lieu de z^ , r étant mis pour A^ et v pour 

au ; on aura 

je 4- Ai5 = 

\K^, w) -f- d'>\K^^, w).r H- etc. J (x(^, ti) H- ô''x(^, w).r -f- etc. 
+ B»i\K^, i/). u H- etc. V , J -H ô'*%(^, î^)-u -H etc. 

+ etc. \ ^ -H etc. 

ou bien , en mettant x au lieu de \K^, w ) , ^ au lieu de 5^ (^, w ) , et ^ et ô' au 

lieu de B»> et de ô»» , 

z -+- Az = 

"^x -h ô.a?.r H- ^^•x.r^ H- etc. "> fj + ^•^'•t + ^^•^•r^ "H etc. 

-f- à'.x. u + V.^.x.rv 4- etc. f J H- V.y.v 4- ô'.b.y.ru -h etc. 

•4- ^^. X. v^ H- etc. ( ) H- §'2,^. ^3 ^ etc. 

+ etc. J [, H- etc. J. 

On voit donc que ce cas répond à telui du n.^ ig3. Il est aisé d'en donner 
différentes solutions, correspondantes à celles que nous avons données du 
problème du n.° j8q. Si l'on veut avoir une solution semblable à celle du 
n.® i83; en désignant par ô**. (^(-3?,^) que dans (p(^j^) ^ seul varie par 



<P 



<P 
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rapport à/, et par ô'*». (p(.c,jr), que x seul varie, mais par rapport à u\ 
par ô»'.(p(a?,^), et ^'^(pC^,/) que^ seul varie, dans le premier cas par 
rapport à t seulement, et dans le second cas^ par rapport à u seulement; 
on aura pour le coefficient, du terme général du développement affecté de 

• 

$.".$'.».<P(x,jk) +ô''.^'''"'.$''".<P(a:,^) -^- ^«•.^■-*.$''".<P(x,^) H- etc. 

4-y'..^.'».$'.»-«.<p(x,jK) + ô»..b''..^-».^'.«-'.<p(x,^)-t- etc. 

H- $'«..^'-.$'^-«.<p(x,^) H- etc. 
etc -f. etc. 

En détachant les échelles de dérivation différentielle, cette formule peut 
être représentée d'une manière bien simple , comme il suit : 

$-.^'-.<P(x,^) = -;-;; -;^-^^ ;;-(ô.«.H-d'..)"(y.«.+y'..)« X (P(x,J.). 
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La formule du n.^ ig5 donne une expression plus développée. 

Le commencement de la série pour z + Az sq trouve, soit par la formule 
que nous venons de donner, soit par celle du n.^ ig3, en mettant z au lieu 
de (p(x,^), 



z -h àz 



B^'Z.b.o: 


r 


H- Ô»»i5,^2.j. ^_ ^a»i5.(d.x)2 


B»*JS. ô.^ 




-f. B'»ô»»js.d.a:.B.jr 




H- ô»»z.^2.^ + ^'^-^.C^'j)^ 


'd^fZ.V.x 


V 


-H ô>>^.B.y,x 4- $*'Z.d.x.d'.x 


d»'z.y.j 




4- b>»B»'z.B'.x.b.^ 




-H b»»d»*z. d.x.B'.^ 






+ d»»z.d.d'.^ + ^*j5.d.ar.ô'.^ 



etc. 



ru 



etc. 



b.iz.^^'2.^ + ^•*^. (ô'.J^)^ 



v 



etc. 



etc. 



>s. 
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38o. Tout ce que nous avons observé à Tégard des échelles en d et d 
s applique aux échelles de dérivation en d , les d se rapportant aux dérivées 
Cj y, ij etc. : et ces échelles servent à exprimer bien simplement les lois 
des premiers développemens. 

Nous ne pousserons pas plus loin les détails des difFérentiations : on voit 
que nos méthodes de dérivation s appliquent à tous les cas de celles- ci i 
quelles épargnent des longueurs de calcul et des substitutions successives^, et 
qu elles font trouver immédiatement les différentielles d'un ordre quelconque ^ 
en présentant des formules générales dont la loi se saisit facilement. 

(IL) 

38j. Le calcul des dérivations ayant son inverse comme le calcul différentiel 9 
nous destinons cette division aux dérivations inverses, nous y traiterons de 
la liaison entre les dérivées directes et les dérivées inverses , et de celle qui 
existe entre les différentielles et les intégrales. Si nous avons différé jusqu'à 
présent de parler des dérivées inverses dont nous avons dit un mot au n.^ 
36 , c'est afin que l'ordre de cet ouvrage nous permit d'appliquer sur-le- 
champ nos formules aux intégrales et de vérifier par là nos résultats par des 

résultats connus. 

• 

382. La fonction <p(a 4- x) développée en série est (n.<* q). 

jy^(t>ec 'D^(t>x Ty^Oec 1 
iP(bec H ^2—- • x^ -H — - — • x^ H ^—r • x^ -H etc. : . i . .(1) 

^ 1 1.3 1.Q.3 ^ ' 

et il est visible qu'en allant de droite à gauche chaque terme se forme de 
celui qui le précède à droite (le terme affecté de x»-* de celui affecté de ac»), 
en multipliant ce dernier par l'indice qu'y porte d, en diminuant ensuite 
cet indice de l'unité et en divisant le terme par x. Suivons cette loi , pour 
continuer la série (1) en arrière, et nous aurons 

'— etc. + Q. 1 .o.D-3(p^, x-3 — 1 .o.D-«(pa.a:-^ + o.D-'<p«,X""* 



«^ '^^Ocù xy^Kboù d3(P« - i^^Ooù . ...fQÏ 

xP(poù H ^ — X H iî— • x2 H ^ . x5 H ît^. x4 + etc. ^ ' 

^ 1 i.a i.Q. 3 1.2.3. 4 

Si l'on prend la fonction (p(a+ Cx+ 7x2 + ^ofi -f- etc.), on aura 

pareillement 

— etc. H- Q. i.o.D-3. (p^. x-3 — i.o,D-^(p«.x-s H-o.D->.(p«.x-*-t- 

•.o /»s , P^ ^Pqg , D^.cp^ xfi.(hoc , , D4.(pa .•..(3) 

»^. (pcù -H • X H 21— . x2 -I x_. x5 H 21 — . x4-f. etc. ^ ' 



1.9 1.9.3 1.9.3.4 

De 
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De là on conclud généralement que dans p"".(P(v, où Tindice n est négatif , 
le c au - dessous du d n'indique plus un dénominateur , mais un multiplicateur, 
savoir zp (/i— iX'**— q)(«— 3) . . . . q • i • o , le signe — ou -h ayant lieu suivant 
que n est pair ou impair / le premier facteur n — i étant toujours de lunité 
moindre que l'indice n^ et le dernier étant zéro , ce qui fait disparoitre tout 
le terme. 

Puisque chaque terme de la série (2} ou (3), continuée en arriére, est 
multiplié par zéro , il s'ensuit que la série ne s'étend pas en arriére. 

Il s'ensuit aussi de là que toutes les fois qu'on a une équation ou une 
expression où il y a des termes dont les uns ont des dérivées divisées à 
indices de d posiUfs et les autres des dérivées divisées à indices de d négatifs , 
ces derniers termes , ayant un facteur zéro , doivent être rejétés de l'expression, 
ybilà la véritable raison pour laquelle nous avons rejeté jusqu'ici les termes 
à indice de d négatif. 

383. Une application immédiate de cette observation montrera la nécessité 
d'y avoir égard. 

On a vu n.^ iq6 que l'on a généralement 

p«-'.(f'«) = y'.(oc'a) — r«p".(«'--»«) -4- ~ «»p".(«'^-l<g) 

1 • 3 

— etc. ± -^ oc^-^ç^.ioc^a} zfz r»''- * p». («ûj) db oc^'^.a. 



1 . 2 

Lorsque r devient >- n , l'indice n — r du premier membre devient négatif 
et l'on a p""^(Ç''^') = o, tandis que l'indice de d dans le second membre 
demeure positif ) donc en écrivant la série à rebours , on trouve ce théorème : 

f A*— 1 

o = «'p'.a — /•«'"* p". («a) H «'-«p*.(«»a) — etc. 

± ^'/~, ag'p".(«^-«a) =p /•«p».(«'-»tf) ±: p».(«'tf), 

I • <2 

toutes les fois que r^n. 

Ce théorème est une généralisation du lemme que Lexell a donné dans 
le tome XVI des nouveaux Commentaires de Pétersbourg , page 235, et dont 
il s'est servi pour démontrer le théorème de Lagrange rapporté au n.^ qSq. 
La manière dont nous parvenons au théorème précédent a l'avantage de 
faire voir que la série n'est plus égale à zéro , lorsque r n'est pas > n , et 
d'en donner la valeur pour ces cas , n.^ - 1 2 6. On . tire de ce théorème , en 
divisant par ol^ ^ 

O o o o 
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— etc. ±: r^-(''-Op».(a''-ia> zp a-''p".(«''^) , 
IV étant arbitraire , pourvu que r soit ^ /i. 

384* Si Ton a une équation dans chacun des termes de laquelle entre une 
dérivée divisée avec indice négatif , on peut imaginer que chaque terme 
a été divisé par le facteur zéro , et alors Téquation subsiste entre les termes 
qui la composent , sans qu aucun disparoisse v ainsi on peut le plus souvent 
faire abstraction du facteur zéro. 

Pour mieux connoltre la nature des dérivées inverses , observons que , 
puisque T^'^.A dérive de d.u^, t^.A de vP.A om A\ en rétrogardant , d.-^ = 
D-'.D^.^ sera la dérivée inverse de d^.^; vP.A =: d-'.d^-/^ où A sera 
la dérivée inverse de d.-^ ; donc , en continuant , on aura i^-^.A = d- ^.t>^.A 
pour la dérivée inverse de -/df , d-^.-^ , pour celle de d-'./^ , et ainsi de suite; 
v^.A s'appelle aussi la dérivée inverse seconde de ^,. et en général d-'^.A 
est la dérivée inverse n**"* de -^. 

En passant aux différentielles , si Çx est une fonction de x , et dx supposée 
constante , pour plus de simplicité ; on aura , pour les différentielles directes 
de (pxy les expressions 

d<px = ^Çx.dxj d^(f>x = ^^^(px.dx^i d^Çx = TfiÇx.dx^ ^ etc. , 
c'est - à - dire , que les différentielles sont égales aux dérivées multipliées 
par dxj dx^j dx', etc. respectivement; mais les différenUelles inverses ou 
les intégrales seront , en suivant la même loi , égales aux dérivées inverses , 
divisées par dx, dx^, dx', etc. ; de sorte que/*, le signe de l'intégration, étant 
mis au lieu de d^^ , on aura 

d-><px =5/<px == "T^', d-»<px =/'(px = —^ , 

d-3(px =/3(px = j^ , etc. , d-»(px =/«(px = ^J . 

Soit , par exemple , (p x = x* , d x étant constante , on aura 
d(x"*) ;=;: TOx'^-^dx, d2(x») = 7»(/?*— i)x"'-2dx^, etc. 

généralement, d-'»(x«) =i f^x"^ = 



(m + iXm+Qj. . . .(w+/i)dx* 
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et Ton aura pour la différentielle inverse divisée de Tordre n ( n.^ précédent) , 

en disant abstraction du facteur zéro , 

,_ . . ,1 , Q s 3 (n-~i)x*' + * 

^-»{ar«) _ ^^_^^^^^^_^^j (m + n).da:« ' 

Puisque , pour indiquer lâ différenti'a^onînverse ou lintégratioh , on emploie 
communément au lieu de d " ^ le signe f\ nous proposons d'employer le signe 
^pour indiquer la dérivation différentielle inverse d^^ ; et de même que 'bcpx 
indique qu après avoir pris la différentielle de (px, il faut encore la diviser par 
dx , de même f(p x indique qu'après avoir pris l'intégrale de ipx , iL £Eiut encore 
la multiplier par dx. Ainsi on a 

/ x" ' - ix^ cl X " ' — — ^— 

•^ (m+i)dx ' "^ m + i' 
/x" = — ■ — = dxTx^. /x*dx = 7 = dx/a:"dx. 

385. Voici à présent une formule qui donne la dérivée inverse générale 
non divisée, ou plutôt non multipliée, de Tordre n; égayant Ç pour dérivée» 
C ayant y pour dérivée divisée , etc. 

Si dans la formule du n.^ ^5 on change n en — n , on a 

D-«.(pa = (i) 

— u-ji-3(p^, 7j(7t + i)(n + Q)p3. g*-«-3 «j» etc. à l'infini. 

Ainsi toutes les fois que la fonction (pec est telle qu'on puisse en trouver lels 
dérivées inverses D-*<pa, D-''-*(pa, n-^-^^p^^ etc. d'un ordre quelconque, 
Da étant = 1 ; cette formule donnera la dérivée inverse d-*. (pa, D.a, p^«, 
p5.^^ etc. étant ff, y, J, etc. On développera n.C-»-*, Ç^. ?""*"*> etc. à 
l'ordinaire , en considérant C comme un premier terme. 

Oi auroit aussi pu tirer cette formule (i) de celle du n.^ qo, en faisant les 
multiplications qu'indiquent les c au-dessous des d, suivant le numéro précé- 
dent, et divisant ensuite tout par o.i.Q.3...(/i— i), ce qui supprimeroit 
le facteur zéro qui multiplie tous les termes. 

Si n = 1 , on a pour la dérivée inverse du premier ordre 

D-^(p« = . . . . .(q) 

H- D-5(p«. Q.3.4p4. Ç-5 — etc. = 
+ D-5(p^i)4.Ç-5 — etc. 
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Les expressions ( i ) et ( q ) sont remarquables en ce qu elles montrent bien la 
liaiâon entre les dérivées directes et les dérivées inverses. Appliquons - les à 
une intégration. 

386. On propose de trouver Vintégcale /'^{a + bx + cx^ydoc^ y dx étant 
constante. . 

Faisant ici, comme n.*^ 36? , ec = a + bx + cx^ , 5 = 'd{a + bx + cx^) 
= A + Qcx, y =z'^^(a --h- bx •+• cx^) = c; on a (pcc =■ et^i et puisque 



i>*(f>ec = "7PT"> o^ ^ > ^^ changeant » en — /^ , D-«<pa = d-'^(pec.de^ = 
f'^(poù*dcc^ =/"(p(», dec étant constante; on a donc, par la formule (i), 
/^{a+bx-^cx^ydx^ = /«(»^(Â + Qcx)-» 

+ /"■+•*«'• — (A4-Qcx)-»-4c2 

û .2 n(/î+i). . . .(«+5) ,, . . - ,. 

*^ 1 . Q . 3 • ' 

+ etc. 

U faut compléter l'intégrale en y ajoutant C-^ dx + dx^ H- etc. -(- C».ia:«->, 
expression qui renferme les n constantes arbitraires C, C, , Cai etc. Ca-i. 

"<*''• = 1 — ; — w — ï — ^ 'i — \ — r • donc 

Fintégrale demandée est 

/?(« + 1 ) (^ + ^a: + cx^)c 

7 é^ "^: Tl wt^ vr< 2(r-4-«-i-,XrH-«+ a) (^ + acx)4 

a . 3 {r-\-n-\- 1 ).. . (r-4-«-|-3) ( ^ + a ex )<i 
etc. 

■ 

-+- C + CiX 4- Aa:» H- C^x^ -H etc. + C,-iar«-«. 



387. Si Ton demande l'intégrale 

f^(p{a + Ax H- cx^ H- rfx5 4- etc.)dx», 

dx étant constante , et qu on veuille ordonner la série suivant les puissances 

de X, voici une manière bien simple de trouver cette série au moyen de 

nos méthodes de dérivation* -. . 

Puisque 
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Puisque Ton a (n.*> qi) / 

(p(^a H- Ax + cx^ 4- dx^ + etc.) = 
Çq -f- v.(f>a.x H- ^^Ça.x^ H- ^^.Ça.x'^ 4- etc., il s^ensuit que 
f'^Xp{a -h Ax 4- cx^ H- dx^ 4- etc. ). dx» = 
(pap^dx^ 4- D.(pû.y«xdx« 4- ^^.(pa.f'^'x^àx^ 4- ^\^a.f'^ x^dx^ 4- etc. 
Or , d X étant constante , on a généralement 

^' — ^^^^)^^^^) (r4-n) ' 

donc I en complétant l'intégrale par n constantes arbitraires , on trouve 

/«(p(a 4- ^x 4- cx^ 4- dx^ 4- etc.)dx« = (3) 

C 4- Cix 4- Cax^ 4- Qjx' -t- etc. 4- Cn-ix»-» 

— 0^ H ; r n. ©tf 4 7 tt r P^«(P^ l 

» ^ /î(/J4- i) ^ n(/i4- i)(/»4-q) *^ ^ > > 



I l.Q.3. x» + 3 «^.^ 

— • — r-;^ ^7 «N-P -CP^ -H etc. 

n(/i4- i)(/ï4-q)(»4- 3) ^ ^ 

formule dans laquelle o.cpa, p^.^p^, Ç^*(P^9 6tc. se développent à la manière 
ordinaire ; et si lune de ces quantités devient zéro ^ la série se termine. 

588. Si dans la formule du n.^ 95 on change n en — n , on aura ces deux 

formules : , ^ ^ . 

ly-^^ax) = (4) 

4- /i(« 4- i)(« + 2X'*H-3)p4.a.D-«-4,flp — . etc; , 

D-^(«û) = (5) 

car^.a — WD.flCD-"*"*.^ 4- w(/»4- i)p2.i;».D-»-^a — n{n 4- iX'î4-2)p5.«.D-«-"3.^ 

4- /ï(/i4- i)('ï4- 3)(« + 3)p4.^.D-«-4.a 4- etc* 

Ces formules se terminent dans les cas où Tune des dérivées de a ou de « 
et toutes les suivantes deviennent zéro ; autrement elles vont Tune et l'autre 
à rinfîni. 

38g. On peut tirer de ces formules différentes conséquences relatives aux 
intégrales. 

Si Ton fait , par exemple , n== i,a=^, ce =^ dx^ y étant fonction de 
X ; on aura par la formide (4), en changeant les dérivées en différentielles ^ 
et ajoutant la constante arbitraire C, 

fydx = C 4-^/dx — d^./'dx 4- dy.pdx — d5y./4dx 4- etc., 

P p p p 
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et par la formule ( 5 ) on trouvera 

yyda: = Ç + àxfy — . à^x.fy -H à^x.f^y — à^^.f^y -+- etc. 
Si dans la première de ces séries infinies on suppose dx constante , on a, fax = x, 

f^d,x = /x = —5 — • ndx = — î;;-! — I etc. ; ainsi la série devient 

^ , jrs dy x^ à^Y x' d^Y x4 

fydx = C^yx - -5^— -H , /,^, t" -• , . / ^^ T" + ^^^ : 



dx 2 i.Q.dx» 3 1.2.3. dx5 4 

et si dans la seconde série on suppose dy constante ; puisque fy = -^^ , 

r^y := — î^— ; — , etc. , la seconde série devient 

^ ^ . 2.i.dy^ ' ' 

^ , ^ dx y2 d^x y5 d^x r4 d4x y^ 

^^ dy 2 i.Q.dj^a 3 ^ i.Q.3.dj>'3 4 i.Q.3.4.dj>^4 5 

Ces deux séries pour yydx sont celles de Jean Bbrnoulli. Voyez ses œuvres 
tomel.^, page iq5, et tome 11.^, page 488. 

Soit a = (px , Où = dx" , dx constante , la formule ( 4 ) donne 

y*(px. dx" = 
(px/"dx* — nd(px.y^+»dx« -+• /î(/î+ i)^2(pj.,y*in-ad^ii 

— n(n-h 1 )(«-HQ)^3(pjj.yjiH-3daî* + etc. 



xd x" 
Or, dx étant constante, on ayVlx* = — -j — = xdx"-' , y^dc" =yxdx»-* 

x^ x T dx" "" ^ 
= — dx""-«, etc. , et généralement/'' dx" == — ^—5 . Donc, complétant 

Fintégrale par n constantes arbitraires , on trouve 

/"<px. dx" = (6) 

€ 4- 61X -+- 6ax2 -H 63^5 ^ etc. + e„-ix«-» 



3 7 r<x^ x"+> d(Px x"-f-» d^fflx x"-»-' d^fflx 

^ ^' n^ . n + i dx n + adx» 7i + 3 dx3 ^ 

390. Si l'on a généralement 

<P(^ H- Ax 4- cx3 4- dx'^ + etc. , a -H Cx -4- yx» -f- ^x3 -h etc.), 
ona (n.^112, formule 4) pour le coefficient dex", d>^ se rapportant àiv seul, 
D^> à a seul , et d indiquant la dérivation totale , 

-h etc. -H p«-''.D»»(p(a,<;») -h p"'-(p(.^i«); 
en multipliant par i.st.3..../ï, ona, pour la dérivée non divisée , 
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-H etc. -H /ip«-'».r)»^(p(a,fl5) 4- D"».Ç)(â,«); 
et| en détachant Téchelle de dérivation , 

A présent , si Ton change n en — n , ces deux dernières formules donnent | 
pour la dérivée inverse de Tordre n , 

D"-».(p(a,a5) =: ••••(7) 

— n(n H- i)(/î + Q)p3,, D, -«-3.(p(^^ ^) «l« etc. à l'infini; 
et encore , en détachant Féchelle de dérivation , 

D-« <p(a,a) = (d»i. H-D''.)-»X(p(a,e«), (8) 

et l'on peut commencer le développement de (d»*. -Hd*».)-" par d»ï. ou par d^». 
Si Ton avoit une fonction de trois, de quatre, ou d'un plus grand nombre 
de polynômes , tous ordonnés par rapport aux puissances de x , on auroit 
pareillement 

D-».(p(a,aSû") = (d»»^ +i>»*. -HDi».)-»X(p(a,û',a"), ••••(9) 

D-».(p(^,a',û'*,û"') = (D»Mi. ^jyni. + B*K -H D'».)-«X(p(ûJ,a',û",û«"), . .(10) 

et ainsi de suite , on développera les échelles à trois termes , à quatre termes , 
ett. , comme , par les règles du §. II de l'article i.*"^, on développe (^H-â-I-c)-«, 
i^a -+- b -{- c -i- d)-'^ j etc. ; mais , en développant ainsi , on a des séries infinies. 



391. Pour avoir des expressions finies, je remarque qu'en employant la 
division pour développer (^-H^)-^ = — — y-) on peut arrêter le dévelop- 
pement à tel terme qu'on voudra , et en ajoutant le reste que laisse la division , 
divisé lui-même par a + A , on aura des expressions finies de (a4-Â)-i, 
comme il suit : 



(tf+^)-' = 


1 


D 




"a (a 
1 b 
a a^ 
1 b 
a a^ 

-- fttc 








b^ V> 






• ^ m m 
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~ a a» 




^-1 
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Mettant donc d, d»S i>''» &u lieu àe a-^b^ a^ b respectivement^ on a 

et généralement 

On a donc 

D-^(p(a,(») = (d»». -h n^'.)"*X(p(^,«) ==D»-^(p(a,a) — D-».D^.D»-«.(p(a,a); 
ou [en mettant s, s»*, s*», (i^*^ 36) au lieu de d-% d»-*, d-*», après le 
4éyeloppement de Féchelle , si Ton aime mieux avoir des indices positiâ ] 

s.<p(a,a) = s>^(p(^,(y) — s.D^.s»^(p(a,«); ....(ii) 

ce qui est une généralisation du théorème de Tintégratipn par parties , un des 
plus 'féconds du calcul intégral. 
On a généralement 

I)-^(p(^z,a) = (d»». +DiN)-i.<p(a,«) = (iq) 

H- etc. Zjl D''-'*% D»-^(p(^ï, «) ± D-^D''^D^^^(p(a,er) : 

ou bien encore D-».(p(a, «) = s.(p(a, «) = (i3) 

s•^(p(a,(y) — D*%S'^^(^,a) -h D*». s»5. (p ( a , a) — D^».s»4.(p(a,«) 

H- etc. zp D'-*».S'''.(p(âJ,«) dt s. D^». S'^(p(a,«). 

Quant aux dérivées inverses des ordres supérieurs au premier ; puisque 

D-^ = D»-* — D-*D'»D»-', en prenant derechef la dérivée inverse, on aura 

et en prenant une puissance quelconque n ^ on a pour la dérivée inverse de 

Tordre n • d"« = (n»-^ — d-*d**d»-*)'*, (14). 

expression qu on développe par la règle du binôme , et qui est toujours d'un 
nombre fini de termes. 

Puisque d*-* est aussi = d»-* — d»»d»-« ■+- d-*d^>d»-«, on a pareillement 

et généralement 

J)-" = (d»"* D*»D>"^ -f- D^»D»"3 — etc. IfZ D''**»D»""'' zt D"'*D''»D» "*'')•. 

Partant n ^f \ / c\ 

D-».(p(tf,(») = (i5) 

(d'-^ — D'>.D»-«. H-D«». D'-3. — etc. z;ID''-»^D»-^±:I>-^D^^D»-^)*X(p(/ï,a), 

expression finie. Ces théorèmes, dont on peut trouver un plus grand nombre 
par les mêmes principes , sont fort - utiles dans plusieurs rencontres. 

Il 
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Il n^est pas difficile de Étire voir qu il est indifFérent d'écrire les signes d" ^ 
D| D-i»y j}^*y D*-<| D*i dans tel ordre qu'on voudra* 

3g2. On peut Eure différentes applications de ces formules; pour les appliquer 
aux différentielles , nous allons en déduire d'une manière simple les conditions 
d'intégrabilité des quantités différentielles d'un ordre quelconque. 

Soit ydx une quantité différentielle, ou f^dx = o une équation différen- 
tielle d'un ordre quelconque r , P^ étant une fojiction de x^ y ^ 'h.y , d^ , 
etc. , 'if. y y et do: étant constante ; on demande les conditions auxquelles on 
reconnoit que Vdùn est une différentielle exacte ; c'est-à-dire , que dans l'état 
où se trouve Vax , elle est intégrable , sans qu'on ait besoin de supposer^ une 
fonction particulière de a?, la relation entre jr et x pouvant être quelconque. 

Soit Z l'intégrale de Vdx^ ou Z =iff^àx\ si nous désignons par d^», la 
différentiation par rapport à x seul, par d»^ la différentiation relative k y^ 
'à. y I 'àKy , Tfi.y , etc. par d et /* la différentiation et l'intégration totales ; on 
aura àZ = dfP^dx z= fdVdx^ ou, puisque d = d*» + d»», 
(d»» + d*^)Z =/(d'» + d^O^da;, d^^Z -¥- d*^Z = fd^^Vdx H-/d.t^dx. 
Or ) la relation entre jr et x étant quelconque , d^» et d*^ indiquent des opérations 
indépendantes; on a donc séparément 

d».Z =fd^*Vdx (1), et d'»Z ==/d.i^dx; («) 

et , en divisant par d x , ces équations deviennent 

^u.Z =/.di%^ (3), et 'à^KZ =/.d»>^. (4) 

Cela posé , puisque Z :=.JVdxy si Vdx est de l'ordre r, il est clair que 
Z ne sera plus que de l'ordre /* — 1 ; ou , en d'autres termes , si Vdx renferme 
'^.y , Z ne pourra point renfermer de dérivée d.^, 'h\y , etc. supérieure à ^'^ ^y, 
quelle que soit d'ailleurs la manière dont ces dérivées entrent dans Z. Ainsi 
d.^et d.^ seront de cette forme : 

dV dV dV dV dV 

»-''=^ -*- TF*--^ + ^«'-^ + ""•-'-^ ^-^^ + ^ »-* V. "W 

àZ àZ ^ dZ ^ dZ 



expressions que nous représentons par 

Z.f^=M-h iVB.^ -h Od».jy H- /»b3.^ + etc. + Nr-iT^.jr -f- N,y+Ky^ . . (7) 

h.Z = SR -h «Wb.j' ■+■ p^.jy -+- ^^'^ -h etc. -+- «Rr-.ïK.^. ....(8) 

On a donc d'abord d'>./^=:Jkr, di>.Z=:9]t; donc pour satisfidre à l'équation 

(3) y il ùmt. que l'on ait / Jlf = fK. Or cela a toujours lieu , si do; est constante ; 

Q q q q 
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car d.^ étant= V^ on à î>»».b.2f= d»»./^, ou Î>.ôï»,Z = b*».^, donc c>. SR = -W, 
donc M est la dérivée totale de %R\ donc fJt = f.M. * 

De plus , pour que Téquation (4) soit satis&ite , il faut qu'on ait 1 en mettant 
î>-i au lieu de /, 

^à'^.^^'b.y -h Oda.j^ + i^^j -h etc. + iVf«iîK.j^ + iVrb'+^^) 

= SUb.j -h ©ôa.^ -H ?>.^5.j^ -4- etc. + gir-iî^'.jK- •••19) 

Mais d étant une dA^ivation totale , je puis la partager en deux autres , Tune 
ôi' qui ne se rapporte quauxiV*, O, /^, etc. , iVr-i, ^ri tout variant cependant 
dans ces quantités , c'est - à - dire , tant x que y et 'h. y , 'à^.y , b'.^ ^ etc. ; 
l'autre b'^, qui n'affecte que les ô,^, ^^-^i ^'•^> ^^c. qu'on voit dans (g). Ainsi 
j'aurai B-*. = (d'^ + B''.)-S On ne confondra pas d»». et b»». ci- dessus avec 
d'^ et d^'. Ici le partage de la dérivation totale d est différent et les » sont 
placées plus haut. 

Il.fau,t donc,,. en écrivfint àr^bours les séries de (9), que 1 expression 

étant développée soit égale à 

gir-i^.j + etc. -h ^'à\y H- Cô2.^ + SHô-^ (ii) 

Il n'y a plus qu'à développer (B'^ H-B»'.)-i , qiû devient 

y-s _ di\d'-* H- d3\b'-3. _ d3\ô'-4 + d4\y-5. ^ etc. , . . .(iQ) 
et à effectuer la multiplication indiquée dans (lo), en observant que y-^.Ô^.y 
= ^^'"^•^} puis à comparer le résultat avec (ii). ^ 

Soit , par exemple , r = 4 , il faut qu'on ait le développement de 

(^'K + ^^\)-^X{Kd^.y 4- Q^V + ^^V H- Oi^^y + N^.y) . . .(i3) 

égal à aô^.^ -h 9)ï>V "►"^ 0^^-J + 91Ô.J (14) 

En multipliant ( i a ) par Aô^^y + Qj^-J + etc. H- iVô.j^ , on a sur-le-champ , 

Ki^.y _ 'à.BJfi.y + B2./l.B2.^ _ d3./l.b.j + M./l.j^ — ^^.R.^-Ky + etc. 

+ Q.ô5.^ — d.Q.ôa.jr + Ô^.Q.d.^ _ 'à^Q.y + dVQ.d- i.^ _ etc. 

(i5).. +• P^^^y + S.Ab.j -^- ba.P.j^ — B3;/>.ôr».jK-+-etc. 

+ Od.^ — d.O.^r 4^ df.0.d^«.^ — "etc. 

-*- .-^vT-t-î^-^f^-^J^H-etc. 
Comparant présentement à (1 4) 9 on voit qu'il faut que les eolonnôs affectées 
de y, ô-^-y» etc. soient zéro, ce qui a lieu si l'on a 

car les coefRciens des colonnes suivantes de (i3) ne ^nt autre c}idsd que les 

a 
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dérivées successives des coëfHciens de^. L'équation (j 6) est donc la condition 
d'intégrabilité cherchée. Dans (16) les d marquent des dérivations totales, qu'on 
exécute en fusant tout varier et divisant par dx. 

393. On peut aussi développer d-«. =(ô»'. +d'>.)-» en commençant par d^',, 
ce qui donne 

^-». = d-i'. _ B'j.B->'. H- B'a.b-y. — y3.B-4'. H- ^X^-S\ _ etc. , 

et exécuter la multiplication en laissant les termes des séries ( 9 ) dans l'ordre 
où ils se trouvent. 

Soit, par exemple, r= 4; en mettant /au lieu de B-», on trouve ainsi 

ô^.^+etc 

— etc. 

etc. 






-/».o 



Ô3.^ — /4.iV 
+/3.0 



-/4.0 

+P'P- 



B5.^ — /s.iV 

-f-/5.0 
— /4./» 



+ /./i| • -/«.A 



-f-etc. 



Comparant avec 9ld.^ + D.ba.^ H- q>B5.^ 4- Û^4.^; on voit que, pour que 
f^Aœ soit intégrable d'elle - même , il faut qu'on ait 



f.0^p.N 

fP — /=».o 



/3.0 — /4,iV = û , 

/3.P — /4.'0 H- /5.JV = O. 

Ainsi , puisque 91 , ID , ^ , Q , sont des dérivées différentielles qu'on a obtenues 
par la différentiation de Z ^ on a le théorème que donne Eulbr dans le 
tome m de son Calcul intégral , page 5 q 3 , savoir : Si ydx est intégrable 
d'elle-même, la quantité Ndjc sera aussi intégrable d'elle-même; et Elisant 
û — fNdx = , odo; sera intégrable ; faisant P — fùdx = ip , ipdx sera inté- 
grable, faisant Q — fpdx = q, (\dx sera intégrable ; et fsdsant II — /ifàx 
=^tj/tdx sera zérô^ si l'on fait abstraction des constantes arbitraires. 

394. Si dx est aussi variable dans F'dx , on pourra A>nsidérer x et y comme 
fonctions d'une autre variable. Soit , par exemple , Vdx de l'ordre 4 , tant par 
rapport à x que par rapport à ^ , on aura 
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dx àà'X €^^^ dds.a; dd4.a; 

^^ ^ ^ dr ^ dr ^ df^ ^, , dr ^, . dP^ ^ 

je représente cette expression par 

( nd.x -h dd\x + pTfi.x H- qb^*x -t- /^5.aj 
^•^ = j ^. irb.y + O^^^y H- -Pb3jK -H Q^.^ -t- jRdS.^î 
•ty Z étant Imtégrale de /^dx, 'b.Z sera de la forme 

/^•^ = j -h 9lb.^ + Z>à\y -H q>b5.^ -H Û^.> ; 
donc , pour satisfaire aux équations (3) et (4), il fieiut qu on ait 
(b'i. + b»\)-*(rb5.aj + qh^.x +p7fi.x + dd^.x + nd.x) 

d^* se rapportant k r^ ç^ p^ o ^ n, etV^ à T^.x , d^.o; , V.x , etc. ; ensuite il 
fiEiut qu on ait encore , comme ci - dessus , 

= û^^»;y 4- 9>^./ + Ob^.j^ 4- 9(ày, 
ce qui , en développant comme ci-dessus et comparant les développemens aux 
seconds membres , donne les deux équations de condition : 

n — 'd.Q + "à^.p — b'.y + b4.r = O, 

N ^7^.0 -h ô^.-P — a'.Q + b4.il = o. 
On voit en général , qu'il y a autant de ces équations de condition que dans 
^ il y a de variables avec leurs dérivées différentielles. 

SgS. Le principal avantage qu'offre cette manière d'employer l'échelle de 
dérivation, consiste en ce qu'elle fait trouver sur-le-champ les conditions 
pour qu'une quantité soit une difFérentielle exacte d'un ordre quelconque k. 

Soit C/^ l'intégrale de l'ordre k de f^àx^j que je suppose être une différentielle 
exacte du même ordre k , de sorte que t/^ = /*^.dx*; on aura b.l^ = 'à.fKV 
=/*A^, donc Çà^K -H 7^K)U=:p.(b^u -f- b*».)^; et puisque b». et ô-» [qui 
ont ici la même signification qu'au commencement du n.^ 393]i indiquent des 
opérations indépendantes , il faut qu'on ait séparément 

b'..ï7 =/*>•. ^, (17), et'd'KU = /K'd^i.r (18). 

L'équation (1 7) a lieu d'elle-même si àx est constante ; &isant donc d=d'i. +'d^\ 

comme 
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comme vers la fin du n.^ Scjq ( où il ne faut pas confondre V^ et d^' avec d>^ 
et d>» qui ont les, placées plus bas), il faut que 

(b'i. + b»\)-*x(iVrb^+^^ + etc. + P^^.y + OT^^.y + iV^.^) 

= 9flr-i,ô''-*.^ H- etc. H- 9>^5.^ + Ob^.^ + 91^-^ î •••(^9) 

car T^.y étant la plus haute dérivée de^ dans F^^ U ne pourra être que de 
Tordre r — A; , et sa plus haute dérivée de y sera par conséquent b^- Ky. 

Or on a sur-le-champ 



y.*. _Aài\y .*-..+ 



k.k+i 



b^'.y-*-^ — 



A:.A+i.A-+Q 



b3'.y-*-3. + etc. 



1 . Q 1 • 2 ; 3 

Il ny a donc plus quà effectuer la multiplication dans (ig) et à comparer le 
produit au second membre. 

Soit , par exemple ,r = 4etA: = 3,il &ut qu'on ait 

(V-s, — 3b>'.y-4. 4- 6Ô»'.y-5. — ioô3'.y-6. + etc.)i — »*» iT -t- JfO;?^ 
Effectuant la multiplication dans le premier membre, on a sur-le-cbamp 



Rd'.y — 3^.R 

Q 



ô^ H- 6b». il 
— 3Ô.Q 
P 



y — idb^.R 

.3Ô.P 
O 



î)-«.^4-i5B4./l 
— lobs.Q 

3b.O 



^•'jy-t-etc. 

— etc. 

etc< 

etc- 

etc. 
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6b».0 

iV — 3b.iV 

Comparant à Sià"'^ + 91^;^^ , on trouve que les trois conditions , pour que 
J^dx^ soit une différentielle exacte du 3.' ordre, sont 

P — 3B.Q H- 6<>>.il = o , . . .(i) 
' O — 3B./' H- 6<)».Q — ioo5.il = o, ...(u) 
JV — 3b.O -h 6b»./' — lobS.Q + l5^^.R = o. . . .(m) 

Les coëfEciens de b-3.^, b-4.^, etc. contiennent les mêmes quantités que 
celui de d~>.^, et égalés à zéro, ils n'expriment aucune condition qui ne soit 
une conséquence de (i) , (u) et (m) ; ainsi le coefficient de d-^.^, par exemple) 
est égal à — 3b.(in) — 3^'.{u) — c>3.(i). 

396. L'usage des échelles de dérivation s*étend au calcul des variations ; 

leur utilité se fait surtout sentir dans les cas compliqués de ce calcul. Obligé 

de me resserrer dans des bornes convenables, je supprime les applications 

que j'avois Eûtes à ce sujet. 

Brrr 
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397. Si dans la formule que nous avons trouvée pour p*~'*(C'tf) dans le 
n.^ iq6| on change n en — n, elle devient 

— <«'Ç"*-^ ^ r«''-»ç-«.(«û) dz -^ P**'(«^^) =P etc. 

les signes supérieurs sont pour r pair , les inférieurs pour r impair ; ici chaque 
terme étant affecté d une dérivée divisée à indice négatif, on peut considérer 
chaque terme comme divisé par le facteur zéro 1 et ainsi aucun des termes ne 
disparoit, comme il en a disparu au n.^ 383. 

Cette formule présente le moyen de rappeler lïntégrale/''+*^da::'+» aune 
expression finie d'intégrales du premier ordre , y étant une fonction quelconque 
de a; , et do; constante. 

En effet, il sufBt de faire a =:^da; , cc^x^ C=àx^ /»= 1 , Ç"*. = ?"'•=/*> 
ç-»-''. = ±: 1 . Q . 3 . . . r.p-^^y le signe + répondant à r pair et le signe — â 
r impair; la formule (1) donne aussitôt 

/''+«^dx^+i — y>+i(ax^.^dx) = (a) 

affyàx — rx^'^^fxyàx H *- x^-'^fx^y^x — etc. 



+ -^ x'^foQ^^^yàiX — rx/x^-^yâix + fafyàx 

expression qui s'accorde avec ce que trouve Euler dans le second volume de 
son Calcul intégral, page 368. 

Cette formule demeure la même si àx est variable et x , aussi bien que y , 
fonction d une quantité quelconque t : dans ce cas on a coupime d'écrire 
fàxfyàxyfAxfàxfyAxy etc. , au lieu àef^yàx^^f^yàx^ , etc. , et notre 
formule ( r) s'accorde encore avec ce que trouve Euler , par une voie moins 
ÊtcUe, dans le recueil de mémoires qui forme. le 4-^ volume ou le supplément 
de son Calcul intégral, Pétersbourg 1794* Voyez de formulis inùegrulibus 
implicaùis earumque evolutione et trànsformatione , pages 544 et suivantes. 

La formule (1) donne même encore 

y«H-''ydx«+'' = 
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398. On aura toujours des formules pour les dérivées inverses de 1 ordre n , 
en prenant la formule de la dérivée directe de Tordre quelconque n , et en 
y changeant n en — - /». Par ce moyen et celui des échelles de dérivation on % 

parvient aisément aux théorèmes généraux des dérivées inverses et à ceux du 
calcul intégral. 

En appliquant ce procédé aux formules de 1 article troisième ^ on en tireroit 
des théorèmes pour les dérivées inverses doublés , triples , etc. , pour les inté- 
grales doubles , triples , etc. , et les intégrales des quantités aux différentielles 
partielles. Cette matière mériteroit bien d'être traitée à cause de son importance 
et de ses difficultés, mais nous ne pourrions nous y arrêter d une manière utile , 
sans entrer dans des détails que le plan de cet ouvrage ne sauroit comporter. 

(III.) 

399. On trouve dans les Mémoires de Berlin pour 1772 (^) des théorèmes 
qui expriment la relation entre les différences d un ordre quelconque et les - 
différentielles , et entre les sommes et les intégrales : ils sont remarquables 
par leur simplicité et dûs à Làgrànge , qui les a exposés sans démonstration ; 
il a même ajouté , qu il seroit peut-être difficile d'en donner une démonstration 
directe et analytique. Làplace les a démontrés depuis dans divers mémoires {^). 
Comme ces théorèmes tiennent aux dérivations , nous allons aussi en donner 
une démonstration qui nous parolt directe et facile. Voici les théorèmes : 

Soit u une fonction quelconque de ^ , ^ = Ao? l'accroissement de x , et Ai^ 
Faccroissement de u qui répond à ^ ; on aura pour la différence de Tordre 
quelconque / ( jËîi ; [^ 

I A^i. = |e^^'^-il, 

où e est le nombre dont le logarithme naturel est l'unité. Après avoir déve- 
loppé le second membre de cette équation suivant les puissances de -r— *^i 

il fEiudra appliquer les exposans de au à la caractéristique d , pour indiquer 
des différentielles de même ordre que les puissances , c'eât-à-dire changer di^ ^ 
en à'u. 

I I '■ ■ '■■ t t m t III I II ■^i^^^ — — — 

(*) Dans le mémoire sur une nouuelie espèce de calcul relatif à la différeniiaiion el à F intégration des , 
quantités variables , pages 194 ^ '9^* 

( ** ) Mémoires présentés , etc, , tome VU , paget 534 ^^ ^^' Mémoires de f Académie des sciences de 
Paris, année l^^^^ pages toa et sairanteSy et année 1779» pages 246 et suivantes. 
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De plus , en changeant /en — / 1 et désignant par z la somme qui répond 
à la difFérence marquée par A ,. ce qui donne A-* = 2 > A"^ = s' i l'équation 
précédente subsistera toujours et deviendra 

II A-'w = s'w = i e — 1 ; • 

pourvu qu après avoir dé velopé le second membre de cette équation , on change 
encore (duy en d*"!* et (dw)-'' en d-^u om/^u. • 

4oo. Démonstration, i .^ On a par le théorème de Taylor , u étant une 
fonction quelconque de x^ 

. du y ^ 1 d^U y^ , 1 d^U y^ , . 

A«=l^^H-— g^^»+.^-^g^|3-l-etC (I) 

Je mets à la place de i , — • =- , etc. ?• v • ^, etc., et b.w au lieu de 

•^ — , afin que Féquation ( i ) se présente sous cette forme : 

Aw = Çh.u.^ -h y'd^.u.^^ 4- ^Tfi.u.^ -H gb4.w.^4 -|- etc. • • • «(a) 

Maintenant, puisque u est une fonction quelconque, on pourra mettre ^u au ' 
lieu de u, et Ion aura 

AAw = eb.A«.^ -h yd^Au.^^ 4- MAw.^ -H fiô4.Aw.^4 -h etc. . (3) 

Mettant dans le second membre , au lieu de Au , sa valeur (9) , on trouve 
A^w = e^Ti^.u.^^ + €yd^.u.p H- ffMw.^^ + Çs^^.u.^^ -H etc. 

+ yS'd^u.^^ + yyM.i/.^4 -f- y^Tfi.u.^^ -H etc. 

+ Jeô4.w.^4 + ^y^^.u.^^ + etc. 

H- aÇb^.u.^s ^. etc. 

+ etc. , 
où les coëfHciens C^i Cy + yC, ÇJ+ yy + Jff, etc. sont égaux respectivement 

à e^ D.(e.e) = D.e% ç^.(£e; = ç^.es p^-c&e) = ç^.e^^ etc., e étant 

regardé comme un premier terme. Ainsi la série sera 

ù?u = e^h^.u.^^ H- D.e2.b3.u.^ 4. ç2.f a.ô4.w.^4 + çî.Ça.^S.i^.^S ^. etc. ; ...(4) 

ou , ce qui est la même chose , 

A»W = {e^.u.^ + y^a.w.^2 ^ Jb3.u.|3 + g^4.M.^4 + etC.)^ , • • .(5) 

pourvu qu après le développement on change (d.i^)^ en d^.u, (di^)3 en d^.i/^ 
(bw)4 en b4,w, et généralement (b.w)* en d"».Wé 
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s.® A présent , dans Téquation (4) je mets partout Az^ à la place de i^ , et j'ai 
d?u^Ç^^\ùiU.^ H- D.e2.b3.Aw.|3 4-ç3.e2.b4.A«.^4 -hp3.e2.ô5.Aw.^4.etc.; ..(6) 
substituant dans le second membre au lieu de âsu sa valeur ( a ) , on trouye 



A5«.= 




h ffD.ff». 


b4.M.|4 4- Çpa.e*. 


B5.i*.^5 + ÇpS.Çt 


TAu.^ -f- etc. 




m 


+• yÇ» 


H- yD.e» 


-+T vp».e« 


H- etc. 






H- «ye« 


-h ^D.ff> 


4- etc. 




• 


-4- éC» 


+ etc. 












-(-etc. , 



OÙ les coëfHciens de ^\u.p^ ^-^.^4, etc. sont évidemment ég^ux à Ç' , 
D. (£?*) = D.fS ^ p«. (ç.ça) == pa,ç5, p5. (gif 9) = p^.ÇS^ etc. , de sorte qu'on a 

A3w = e3ô3.M.^3 H- D.e3.ô4.u.^4 + Ç^e3,b5.ï,.^6 4. p3.f 3.î)6.|^.^6, 4. etc. , • .(7) 

OU , ce qui revient au même , 



A5/i = (e^.u.^ 4- yd^.u.^^ 4- (Jd3.M.^3 4» gb4.w.^4 4- etc.)', 
si âpres le développement on change (d.uy en ^^l/. 

3.^ En général , il est aisé de voir que , quel que soit l'ordre de la différence , 
le développement de A'u aura cette forme : 

A'w=^^.l/.^'^-C^'+^w.^^+l^-i)^'+^tt.^/+a^-£y+5.|^.|/+3^_eta ..(8) 

Pour passer à la différence de Tordre suivant , je mets Au à la place de u , 
et en mettant tout de suite la valeur (q) de A^^ au lieu de u dans le second 
membre , je trouve 






y£ 



yC 

SB 



y+3.,^.^/+5 



yD 

Sdi 

bB 



y+4.tt.^/+4-+-etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. ; 



et il est visible que cette série se réduit & 
A^+>w=efiy+^w.^'+>4-D.(e^).y+^|/.^/+a4.p«.(e^).y4-3.I^.^/+3 

H- p3.(f^).y+4.w.^'+4 4- etc. 

Or cette série est égale à celle qu'on obtient en multipliant 

EhKu.^l -H Cy+i.w.|/+i. 4- £)y+a.M.|/+« + jBÔ'+3.|^.^/4-5 + etc. 

par la série 

Q^M.^ 4- yb«.w.^« 4- Jd5.M.^3 4. gb4.w.^4 4- etc., 

S s s s 



..(9) 
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pourvu qu'on change après la multiplication 'd.u.'dhu en d^+^i^, 'b^u.Tihu en 
d^+«.u, et en général d^.u.d'.u en d''+'.u. Donc, si Ton a le développement 
en ^ d'une différence quelconque A^u ; pour avoir la différence suivante , il 
suffit de multiplier ce développement par ff^.w.^ H- yd\u.^^ •+- ^d^.i/.^s + etc., 
en changeant dans le produit b^w.b^w en Tf-^'.u. 
4.® Or on a eu ci -dessus 

donc on aura de cette manière , pour la différence suivante , 

A4w = (Çô.M.I -f- yàKu.^^ H- <Jd3.M.^3 ^^ etc.)4, 

■- 

donc aussi , pour la différence suivante , 

/Sf^u = (ffô,w.| + yb\u.^^ H- ^\u.^'^ + etc.)^, 
et ainsi de suite. Donc on a généralement , / étant un nombre entier positif 
quelconque , 

ou bien , en remettant les valeurs de C, y , J, etc. , 

A'a=(id.tt.|+— î)=».«.^«H ^d5.w.^3^ i^— d.4.tt.|4 4-etc.y, ..(11) 

à condition qu'on change (d.u.y en d^u, en appliquant les ezposans de 'à.u 
à la caractéristique d. 

5.^ A présent il est aisé de voir qu'on a aussi, sous la même condition, 

e étant le nombre dont le logarithme naturel est l'unité ; car on sait qu'on a 

1 1 - 1 , 

e'' = 1 + li' H i^» H --Ç/3 -I — ç;4 + etc. 

1.2 1.3.3 1 •Q.3.4 

Donc enfin A^w = (e ' '^ — i)', 

en changeant après le développement (d.uy en 7i''.u. 

401. Venons à la démonstration du second théorème. 

1.^ Commençons par le cas où nde positif qu'il est dans le premier théorème 
devient = — i ; car c'est dans ce passage que se trouve la principale difficulté. 

Je mets ^u au lieu de u dans la formule (s) ; A^u étant =: i^, la formule 
devient 

u = ec).sw.| H- yôa.2w.|2 -I- S^\^u.^ -H etc. ; . . , .(iq) 

de là je tire , en divisant par S^ , intégrant par /, et transposant , 



agb'. 


Zu.^ 


H- etc. , 


hm 


s«.^ 


-4- etc. , 


cyd3. 


i:u.^ 


H- etc. , 


bÇdî. 


2tt.^ 


+ etc. , 
etc. 
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2w = Ç-'/.w.|-» — e-'yô.Sw.| — e-»<Jb2.2£/.|2 -. etc (i3) 

Je prends successivement les dérivées d. , d^. , etc. de cette équation , a&n 
devoir les valeurs en ^ de d.Z^, d^.Z^, d^.Z^, etc., que je substituerai 
ensuite dans (i3) même ; mais sans effectuer ces substitutions, il est visible 
que par leur moyen le second membre de (i3) prendra la forme de celui de 
Téquation suivante 

Sw = ad-'.M.^-* H- b^.w + cd.i/.^ -H ^^.u.]^ H- etc (14) 

L'équation (i3) donne aussi 

B-M/.|-» = tY.u -h y^.2w.| 4- Sà^.Zu.^ -t- ^."Zu^ + etc. , 
d'où Ion tire , en multijAiant par a , b^ , c^^ , b^ , etc. , et prenant les dérivées 
d. , Ô2. , ô5. , etc. , 

b^.w = bCd.2w.| H- byô2.2w.^2 4- 

etc. 

Si Ton ajoute ensemble toutes ces équations ; la série qui formera le premier 
membre de leur somme étant égalé à Si^, en vertu de Féquation (14), et ^ 
pouvant être quelconque , on aura pour déterminer a , b , c , b , etc. , les 
équations af= 1 , ay-|-bff=o, a^J -h by -f- cfil= o , as -+- b^-f-cy -H bff=o, 
etc. Or a et fêtant des premiers termes, ces équations sont aCt= 1 , D.(aO=D.i, 
ç2.(aÇ) _. ça^i ^ p3.(ae) = ç3.i ^ etc. La première aÇ = 1 , qui est l'origine 
des dérivations , donne a=Ç-S d'où l'on tire b=D.Ç-», csip'.ff-'», b=p3,ç-i^ 
et en général aa = p^?-^ Donc la somme précédente devient 

4- etc. + ç«+^e-».dM/.|^ + etc. "^^ 

Si cette conclusion ne paroissoit pas évidente à tout le monde , j'observerois ^ 
qu'en supposant 

et multipliant de part et d'autre par le dénominateur , on aura , pour déter- 
miner a, b, c , b , etc. , précisément les mêmes équations aC= ly ay+bff=o» 
aj+ by + cÇ=o , etc. que ci- dessus. Or il est évident qu'ici le premier membre 
(& + y9^ + Sv^ + «^4 + etc.)- >, développé , est égal à f- » i'- > + n.Ç- > + g«.C- Ki^ 
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etc. -+- p«+ *. ff*- * ç'" -4- etc. Donc il est évident que k valeur du coefficient 
debM/.^* dans (i5) est aussi égale à p" + *.ff-*. 
Il n'est pas moins clair que l'équation ( 1 5 ) peut aussi se mettre sons la forme 

2w = (ffô.w.| H- yba.w.|« *f- S}>\u.^ H- etc.)-» , ( i6 ) 

pourvu qu'après le développement on change (à.uy en d^.w , et (d.w)-'' en 
/^.u. Donc, parla fin du numéro précédent , on a, sous la même condition , 
en remettant les valeurs de ?, y, ^, etc., 

a.^ On peut présentement passer de la valeur de "Zu i la valeur de s'm, 
d'une manière semblable à celle par laquelle nous avons passé ci -dessus de 
là série de Au à celle de A'i/. 

En effet , mettant z<^ au lieu de u dans (14), on a 

Z^u r= aô-^Zw.^-i + hzu + ià.Y^u.^ + bb^2w|a + etc. , 
et, substituant au lieu de nu le second membre de (14) , il est visible que cette 
équation prendra la forme 

^lu = a'^-«.i/.|-* -+- Vb-Ku.^'K + clfi.u -I- \>^.u,^ + etc.; ..(17) 
raisonnant de même sur cette équation (17), puisque 7?u = s'2w , on voit 
que i?u sera de la' forme 

sSw = d"a-3,w.^-3 4- b"ô-^i/.|-» H- c"ô-M^.|-» 4- b'^.u. + etc. 

En continuant ainsi, on voit sans peine qu'en général j:^u est de la forme 

4- etc. + a/^.w -f- Sl/4.ib.w.| -H îl/4,aî>«.w.|* H- etc. "^* ^ 
3.® Pour avoir 2'+ * w , je mets dans le premier membre de (1 8) zi^ à la place 
de 2^ , et dans le second au lieu de u la valeur (14) de i,u^ ce qui donne 



0a 



»b 
ea 



ô-^+».w.|-'+» H- etc. / 

etc. 
etc. 
etc., 
série qui, en regardant 91 et a comme des premiers termes, se réduit à 

-f- etc. -f- ç'.(9la).bo.w + p'+^(2Ia).^.i/.^ -H etc.; * * '^^^^ 

et il est facile de voir que cette série est égale à celle qu'on obtient en ,multi- 
-pliant le 2^ membre de (18; par celui de (14) ou par celui de (i5), qui a été 
démontré égal à ce dernier. Ainsi il est démontré que , pour passer de la valeur 

en 
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en I de s'w à celle de 2^+»£^, il suffit de multiplier celle-là par (ÇB.!/.^ -+. 
yà\u.^^ H- STAm.^^ -f- sb4.i/.|4 + etc. )- » , pourvu qu'après le développement 
on change b-'.tt.ô-^w en b-*-^w et b-'.wd/.w en b-'+^a, etc. 

4.^ De là il s'ensuit que pour passer de zw à s«w , à cause de 2w=(Çb.w.^ 
-f- ydKu.^^ + iT^M.^ + etc. )- ' , on aura , en multipliant comme on vient 
de le dire , 

Z^u = (eb.//.| H- yba.w.|« H- S'd^u^^ + etC.)-«, 

et en passant de même de z^£^ à z^i^ , on aura 

j?u = (eb.tt.| + yô«.w.|a 4- i7fi.u.p + etc.)-5, 

et généralement 

z'w = (e^.w.| -h yà\u.^^ -h i7Si\u.p -f- etc.)-^ ' (qo) 

pourvu quon ait soin après les développemens de changer (b.uy en T^.u et 
(b.tt)-'" en b-^w ou /^I#. 

5.^ Cette démonstration a lieu , quelles que soient les valeurs de ?, y , J, 

etc. Dans le cas particulier où f , ?y, ^, etc. sont i , , , etc.; on 

peut mettre e ' '^ — i au lieu de S'd.u.^ h- y^^u.^t + ^^'•"•^' + ®*c. ; donc 
dans e» cas on a . ^ y v # 

Z^u = Ve ^ — 1^ , 

en changeant après le développement, (d.i^X en '^.u et (d.i/)*' en /^ll. Ainsi 
le second théorème est aussi démontré. 

• 

402. Nos méthodes de dérivation donnent des moyens faciles de développer 
les formules des théorèmes précédons , et même de calculer immédiatement 
un terme quelconque des développemens. 

En effet, par les formules (lo) et (20), le coefficient de "b^+^.u.^^-^^ dans 
le développement de A'u est représenté par ç^ff', et celui de b-^+^^-' + '- 
dans le développement de z'w Test par ç^f"^ On développera donc ç^ff' et 
p^?-' à la manière ordinaire, C étant un premier terme; puis on substituera 

à la place de ff, y, J, S) etc. leurs valeurs 1 , , s- , 5 — , etc» 

On peut même abréger ces développemens au moyen du procédé du n.^ 84. 

403. Les démonstrations précédentes, quoiquun peu longues, meparoissent 

être à Fabri de toute objection et ne laisser aucun nuage ; elles démontrent 

les théorèmes tels que Làgaangb les a énoncés. 

T t t t 
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Mais on peut simplifier et les démonstrations et les énoncés de ces propo- 
sitions, en les débarrassant de la condition du changement de (b.uY eaT^.u 
après les développemens. Pour cela il faut faire en sorte que les expotans 
affectent d et non d.i^, et que demeurant toujours attachés à d dans les 
développemens , ils puissent toujours être considérés comme des indices. On 
y parvient en détachant l'échelle de la fonction , comme nous lavons pratiqué 
dans ce qui précède. Cette séparation de Téchelle met plus de netteté dans les 
expressions , plus de facilité dans les calculs et fait en outre arriver facilement 
à des théorèmes bien plus étendus ^ comme nous allons le voir. 

404. Si l'on fait (pa: = w et Ax = ^ , on a par le théorème de Taylor 

u -+- âkU = u ^ ^d.w H l^ôa.i^ -j _-^3à3.w -H etc. , 

et , en détachant de u les échelles , 

(i+A)x« = (i +|ô- + -^|^^». + -4-tI'^'- +etc.)X«, 
ou bien encore ( n.® 400 , 5^ ) 

(1 +âi)xu =z eh * Xu. (A) 

En retranchant u de chaque membre de la première équation , ou ce qui 
revient au même, en retranchant 1 de chaque échelle de (A), on a 

Au = {e^ ' -^ i)Xu. (B) 

A présent , voici comment on parvient très -simplement aux théorèmes du 
n.^ 399. 1»^ u étant une fonction quelconque , je mets Au à la place deu^ et j'ai 

àAuz=(e^ *— i>XAa = (c^ *— i)(e^ * — i)Xw, Ou A^M = (e^ * — i^Xu. 
Je mets encore Au à la place de u^ et j'ai 

A*Aw = (c^ ■ — i)2Aw = (c^ — i)2(c^ * — i)Xw, ouA'w = (e^ * — i)5xw, 
et ainsi de suite. Donc on a généralement 

A^u = (c^^'- lyxui (C) 

il n'y a rien à changer après le développement. 

2.*> Puisqu'on vient de voir que, pour passer de A*w à A*+*w, il faut 

multiplier l'échelle de (^ ' — j )* x m par e^ ' — 1 ; il s'ensuit que pour revenir 

de A*"*"'w à A*«, il faut diviser l'échelle de (e^ * — i)*"*"'x// par e^ ' — 1 ; 

partant , pour revenir de A^u à A* "" ^ w , il faut diviser l'échelle de (e^ * — 1 )* x i^ 

par {e^ ' —*) > <^^ qui donne A*"'m =(e^ * — i)*"^Xi/. Donc, en faisant 
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^ = o, on a A-^w = s'^^ = (e^^" — i)-'xw. (D) 

405. Les formules ( G ) et ( D ) ne soht que des cas particuliers du théorème 
qui va suivre. *• 

Dans(i+A)x«=e^ * Xz/ les échelles i+A et e^ ' indiquent des opérations 
à Étire sur u , qui sont différentes , mais dbnt les résultats doivent être égaux : 
il est clair qu en £ûsant sur chacune de ces échelles une même opération , 
chaque échelle sera modifiée de la même manière , et qu'appliquées à u elles 
donneront encore des résultats égaux. Désignant donc par F une fonction ou 

opération quelconque , algébrique ou transcendante ; puisque H- A = e^ , 
on aura F(i H- A) = Fe^ *, partant le théorème suivant , 

F(i+A)xw = Fe^^-Xw, (E) 

où F n'affecste que les échelles. 

406. A présent, si Ion suppose que F désigne qu'il faut diminuer Téchelle 
de lunité , puis prendre la puissance /ou — / , la formule (£) donne les deux 
théorèmes (G) et (D); et l'on voit par là que / peut même être fractionnaire 
et irrationnel. x 

'Si F désigne qu'il faut prendre le logarithme naturel , puis encore la puissance 
n ou -^ n de ce logarithme , la formule (£) donne ^ 

|«b».w = {log(i +A)}*xw, (F) 

|-/«.u= {l%(H-A)|-«xi/. , .-..,.(9) 

Ces formules expriment les différentielles et les intégrales en différences et 
en sommes. 

407. U Êiut avoir soin de ne pas confondre les cas où le signe de fonction F 
a£Fecte uniquement l'échelle avec ceux où il enveloppe toute la quantité ; c'est- 

à - dire que les expressions F ( 1 + A) X u et F e^ ' X ^^ ne sont nullement 

synonymes des expressions F { ( 1 4- A).X u\ et F {e^ * X w}. 

Pour le fisdre voir par des exemples : soit, 1.% F le logarithme naturel ; on 

aura , F n'affectant que l'échelle , loge^ • x w = ^. X w = |^. w , ce qui est 
la différentielle première de u ; tandis que , F affectant toute la quantité , on a 

\og{e^ Xu\ = log(w -H |ô.w -h l^^^.ï* + l'^^'** + ^tc). 

' = logi* -+- ^ô.logu -h |2^2.logw -H l'^.logw -t- etc. 



j* 

^ 
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Soit, 2.?, F la puissance m; on aurai e^ •|«Xw=ô'"^ 'X w = ^(a:-|-m^, 
tandis que [e^ 'X w}* = {^(xH-^)}"". 

4o8« Observons à Tégard des cas ordinaires où F enveloppe toute la quantité^ 
que , puisque l'on a , u étant = ^x , 

F(w -h Aw) = F(w + |d.w + l^^^-w + |^$^-«* + etc.) 

:=Fu -h ^d.Fw 4- I^^^.Fu 4- |5^5.Fw + etc., 

il en résulte que >> ^;\ 

Fle^^'x^xl = «^''xF^px; .--(H) 

cest-à-dire, quil est; indifférent dans quel ordre on exécute sur (px les opéra- 

tiens désignées par F et e^ • 

£n mettant i h- A à la place de e^ , on a aussi 

F{(n-A)X(px} == e^^xF^px = (i H-A)xF(px. (I) 

Ici on ne peut pas prendre une fonction quelconque f de l'échelle e^ ou 
1 + A, comme au n.o 4o5. Pour le faire voir par un exemple simple; sup- 
posons qu'on mette A au lieu de i + A et que (px soit x et F^px = x^, alors 
(I) deviendrait (Ax)^ = Ax^ , ce qui n'a pas lieu , car Aa:^ est = qxAx H- (Ax)^. 
Cependant, comme ^ est une quantité quelconque, on peut dan^ (H) 

mettre m^ au lieu de ^j m étant aussi quelconque; alors e^ étant = i -4-A, 

on a e^^ = (i + A)*, et l'on trouve 

•F{(i +A)«x^x| = e^^^^xffkc = (1 +A)«xF(px. ....(K) 

409. Les théorèmes précédens peuvent être étendus aux fonctions de plusieurs 
variables indépendantes. 

Soit u = (p{x ^jr) , Ax = ^ et ày = V les accroissemens de x et de^ indé- 
pendans; Au désignant l'accroissement total de u lorsque x et^ varient à la 
fois , désignons par Ai'U et A»^i^ les accroissemens de u pris en faisant varier 
X séparément et ^ séparément ; on a , comme on sait , 

^^(x -4- ^^y + v) = w -+- ^b»'.w H ^^T^^uu H- etc. 

|| 

H- uB»'.w H Q^uô^.ô»».w -t-etc. 

1 o s 



1. Q 
1 ^ 

•+f u^O'^w H- etc. 

l.Q 

etc.; 

et 
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et il est évident que cette formule peut s'exprimer par les échelles , de la 
manière suivante, 

(i+A) X w= { i-H|^»'.-t-u^'».)H — ^(|^''.-Hu<^'».)^-I — ^(^^»'.+u^»^)3-+-etc.} X u. 

Mais dans le calcul des différences on a w -f- Aw = w + tS}*u -+- A»*w + A»»A^»w» 
En effet, en supposant d abord que x seul prenne son accroissement dans 
<p{x^y)y on a (p{x H- ^^y) =: (pipo^y) -+- A'»^(,r,^), et, en supposant eÀsuite 
que y prenne aussi son accroissement , on trouve 

= ^(^»^) + A'^^Ca:,^) 4- A^(p(cr,^) -H A'»A«»(p(a;,^). 
Donc, en détachant les échelles, on a 

(m-A)xw =(i + A*» + A'»-f-A^A»«)xw = (H-A«0(i H-A»*)xw. 
En égalant à présent les deux valeurs de (i H- A)», on trouve 

(i-hA«.)(H-A.»)x« = c^^''"^"^''*X«. (L) 

n est visible que, u étant == <p(^t^f^)t on a pareillement 



(1 -h A'.Xi H- A*'0(i + A..' ) X « = e^^'" "*" '^'' "*" ^^''- X «. ... (M) 
Le théorème général ( E ) devient donc pour ce cas 

F|(i -f- A«.)(i H-A.>Xi -+- A»01 X« = Fe^^'" "^ "^*- "^■''^"'•'Xi*. . .(N) 
Puisque^, t/, r sont. quelconques , on peut mettre m^, /lu, rr au lieu de 
/, V, r ) et le théorème (R) se généralise comme il suit : 

F[[(H-A'.)"(ïH-A.')'(i-+-A»'y]X(p(x,^,0} = ....(O) 

De ces théorèmes (N) et (O) on peut tirer non ^ seulement tous ceux que 
Lagrakgb a donnés dans son mémoire cité au n.^ 399, mais encore beaucoup 
d'autres. Nous nous bornerons ici aux suivans, qui concernent les différentielles. 

4jo. Soit u fonction de o? et de ^ seulement (car on pourra facilement 
étendre les résultats au cas de u fonction de œ^y et ^), A*»^ et rà**^* àis^ 
roltront des échelles de la formule (N) : supposons en pvemief lieu que F 
désigne dans (N) quil faut ôter 1 de l'échelle, puis prendre la puissance 
quelconque ±: / du reste ; on aura , A étant = A*» -îI- A»' -+- A»» A»* , 

(A'.^A.' + A"A''yx« = A'u = (e^^''-"^''^''*-iyx«, ...(P). 
(^>. H_ A''H-A"A")-'xi*= ^'u = (a^^*';-*-''^"-- ,)-'x„. . . . (Q) 
De ces formules découlent les suivantes. Puisque ^ et u sont indépendans , 

U u u u 



354 . DUCAI.OVX. 

on peut faire zéro chacun séparément; alors b}* disparolt avec ^ et A>^ avec u; 
et Ton aura , en mettant m et /i au lieu de /, 

donc I en multipliant ces échelles entre elles , on a 

A-'A**" = (e^^'" - 1 )". (e"^'*- - 1 )• X « , (R) 

S-'£'"« = (e^"* - i)-".(a*^''- - i)-x«. (S) 

Ces formules expriment les différences et les sommes en différentielles et 
en intégrales ; cherchons les formules inverses qui expriment les différentielles 
et les intégrales en différences et en sommes de quantités à deux rariables. A 
cet effet, u étant (^{p^y) et r zéro, on supposera que dans (N), F indique 
qu'il faut prendre le logarithme naturel , puis la puissance quelconque zb / 
de ce logarithme , et la formule ( N ) donnera 

(1^1,. ^ ub'*.)=*='x w = {log(i -h A*0 + los(* + A'Oj-^X*** 

= {log(n.A)}±^x«. (T) 

Donc, puisqu'on peut £Edre ^ et v zéro séparément, et que A'* disparolt avec 
^ et A>* avec u> on a aussi 

|±«ô±«,, = |log(i + A'Ol-"> ®^ i^±«b.=tii. = {log(i 4- A»01— •• 
Partant , en multipliant ces échelles entre elles , on a 

^«u»ï«,.b^.w = {log(i -H A*0}* {*og(i H- A'Ol'X ^ > • (U) 

|-"v"'/"'-/''-« = {log(i -H A'Oi"* {logCiH- A'Ol^'Xi* (V) 



411. Cette manière d'employer les échelles de dérivation £Edt connoitre avec 
beaucoup de simplicité les lois des premiers développemens. Pour achever 
les développemens des échelles, il &ut recourir aux méthodes de dérivation 
des trois premiers articles; et ces méthodes donneront avec fiicilité non- 
seulement les termes successifs de ces développemens , mais^ méme^ on terme 
quelconque indépendamment des autres. * 

- Un seul exemple suffira. On a trouvé ^^V.u = |log(i + A)}^X»i f aurai 
donc , par un premier développement de l'échelle { log ( i + A ) } ^ » 

{log(i + A)P = A^( 1 — iA -i- tA» — 7A5 -h etc. y. 
Je représente la série par 

(^ -H ffA H- 7A» -f- iù? + «A* -f- etc.)'; 
on en fera le développement réduit , comme n.^ 3 1 ; puis on y remettra au 
lieu de i»i C| y I etc. leurs#aleurs i » -— 71 -H jt etc. 
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ARTICLE SEPTIÈME. 

Applications du calcul des dérivations à d autres branches de la 

théorie des suites. 

412. Nous réunissons dans cet article différentes applications du calcul des 
dérivations , ;non dans la vue de traiter les matières à fond , mais dans cell»^ 
d mdiquer des sujets d'application de nos méthodes et d'offrir des exemples 
de la manière de les employer. Les suites (*) que nous avons considéré^ 
jusqu'à présent sont ordonnées stiivant les puissances d'une lettre ou les 
dimensions de plusieurs ; ici nous considérerons aussi des suites qui procèdent 
suivant d'autres lois. 

(I.) 

Des suites éfui procèdent suivant les cosinus ou suivant les sinus 

des multiples d^un même an^le. 

4i3« Les suites de cette forme sont d'un usage fréquent en Astronomie. 
Nos méthodes de dérivation apportent à la manière de les traiter plus -de 
facilité et de perfection. 

Paoblàmb. Convertir la fonction quelconque 

(p { « H- Çcos.r H- y (cosa;)a ^ ^(cosa;)5 + etc. } i • • . • ( 1 ) 
en une série qui procède suivant les cosinus des angles multiples de x , savoir : 

A -+- Bcosx H- Ccos2x H- DcosSx + etc. (q) 



Je &is d'abord un premier développement de la série ( 1 ) en une série 
ordonnée suivant les puissances de cosa?; ce développement est (n.^Qi) 

(peu H- D.(p«. cosj? H- ^^.(pe^{cosxy -H p?.(p«.(cosx)3 -|- etc. ...(3) 
Je substitue à présent à la place de cosj? sa valeur en exponentielles imagi- 
naires, qui est, comme on sait^coso? = yCô'v^"'' -H e-*v^"*), e étant le 



(*) Il me paroft qu*il y auroit de l'ayantage à mettre une différence entre lea termes sérig et suiie, 
f u*on emploie indistinctement. On pourroit appeler suiie tout assemblage de termes fait suivant des lois 
Quelconques» et séries Tespéce de suites dont les termes assemblés par les signes + ou ^- sont ordonnés 
suivant les puissances d*une lettre ou suivant les puissances et les produits de plusieurs lettres. De cette 
manière le mot suite seroit générique, et comprendrôit non-seulement les séries, mtâê Iflf produits contisui 
de facteurs qui suivent des lois données 9 les frictions continiMSi etc.» etc. 
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nombre dont le logarithme naturel est lunité ; et , pour ^îre cette substitution 
avec plus de facilité , je fais 2"^ a*v^-* z=z t et q-' e--*v^-» = i/ , de sorte que 

coso; = ^ + 2^ ; substituant donc dans ( 3 ) , il est aisé de voir , par la règle 

4.3 
du binôme et parce que î).d. = Qp», ^ D.p2, :== 3p3. ^ ç^.ç^. =5-!— g4. ; etc*, 

que la série sera 

(pcù -+- 'D-(poù.t +ç2.(pflj,^2 H- p3.(P«.^5 -t- p4. i(p «. M -I- etc. 
+ 'D.(pu.u + D.D.^«.^. H-D.p2.(pflf,^i^ -I- D.p5. (p«.^3i^-f- etc. 

"+" p2.(pa.w2 H- p2.D.^«.^w2 H-p2.p2.(p«.^2|^a^etc. 
(4) 4- p3.(pflf.ii3 -t- p3.D.(p«.^w5 + etc. 

+ p4. (p«. w4 + etc. 

+ etc. 

Mais D.p3.^0( = p^.D.^tf , D.p3.^£K = p?.D.(p«, etc. ; de plus on a, comme on 
sait, cos ra;=: q-»(c'*v^-'* H- e-"^*v^-*), de sorte qu'il faut ordonner la série 
(4)suivariMes quantités c'v'-» + c-*v/», e^V-^ + e-a«\/-*, c5*\/-i -+. 
c-3*v^-i ^ etc. , ou, ce qui revient au même, suivant 

1 = ^ = i^u^ == i^u^ = ^m4 = etc. 9 
^ -+• w = /2j^ ^ ^1^2 = ^3|^2 ^ i2ui = ^4^3 -I- fiu^ = etc. , 

r« + u^ = ^5|* + ^w' = ^u^ H- ^^w4 = ifiu^ H- ^3j^5 == etc., 

etc. etc. ; 

remettant ensuite à la place de ^ et de 'i^ leurs valeurs, on trouvera, pour la 
série cherchée , 

(p{oc -4- Ccosx H- y(cosa:)2 ^ J^(cosa;)5 •+• etc.} = ....(5) 

(poc + D.D.^«.Q-* H- p2.p2.(pflç.Q-4 -4- p3.p5.(pfl{.Q-6 -|-p4.p4(pfl{.Q-8 -f. etc. 

H^(D.(p«H-D.p2.(prif.Q-a^-p2.p3.(pfl{.Q-44-p3.p4.(pflj.Q-6^_p4.p5.(p^ij-8 + etC.).COSX 
+ (p^.(P«.3'"* + D.p3.(pa5.Q-3 H- p2.p4.^(;^3-6 + p^.p5.(pt^. Q"^ 4- etC.).COSQX 

-h (p'.(p«. Q- « + D.p4.(pa. Q-4 + p^«p^«<P«- 2-^ H- p'-p^»(p«î a-^ H- etc.). co:)3x 
(p4.(p«. a-3 H- D.p^.^. 2-5 -j- p2.p6,(p«. Q-7 -h p5.p7.<p«. Q-9 + etC.).COS4X 



etc. , 
où la loi est bien facile à saisir. 

Pour exécuter les dérivations indiquées dans (5), ou pour développer 
P^P'.cp^ en général , il ny a rien de plus simple à faire que de développer 
p''+^(p^ par les règles des §§. II et III de Fluticle premier, puis de ipultiplier 

tout 
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tout le développement par - ^ ^ — ^ , ou -^^ ^ ^ ^ ^ ; 

(r+iYr+a)....(r+4) ^ ('•+iX'"+a) ('*+*) 

^ (j+iX^+g) (^+r) 

4i4« PaoBLÀME. Convertir .la fonction 

(p{« + ffsino; + y{sinxy + J(sina:)5 ^- etc.| ....(6) 

en une suite de cette forme : 

A + ^sino; + CcosQo; + DsinSo; -h £cos4a: -H etc. ... .(7) 



La solution est pareille à celle du problème précédent. Tai d*abord | en 
donnant un premier développement à ( 6 ) , 

(pec^ + D.(pec* sinx ■+- ça.^«.(8ina;)a H- p3.(p«.(sina?)3 -|- etc. • . .(8) 
Mais, puisque l'on a sinj? = (qj/ — i)-*.{e*\/-« — e-*\/-»| , on fera 
(9|/— i)-» c*>/-* = ^, et(— 9i/— 1)-» e-«N/-*=w, afind*avoirsina?=z=^+z^; 
substituant cette valeur de sino? dans (8) , développant et ordonnant de même 
qu au numéro précédent , on aura pour (8) la même formule (4) que ci-dessus. 
Rangeant donc et assemblant les termes de (4) de même que précédemment, 
puis remettant au lieu de ^ et i^ leurs valeurs , et observant que 
(Qy/ — i)-i.|e^V-» — c-^V-ij =sinra?, et a-^jc'V-» + ^-^V-ij =: cosio?, 

on trouve 

(p\a + Csina: -f- y(ûnxy H- ^(sîna;)5 -f- etc.} = ... .(g) 

(Pcc •+• D.D.(p«.Q-« -H ça.pa.(p^.Q-4 -I- ç3.ç3.^«.3-^-hç4.p4.(p^Q-8^etC. 
(D(P(«+l>.p^.(P«.Q"^-4-p^.p'.(P(».2-4+ç5,p4.(p£^.Q-6^-p4.ç5.(pflp.a-^+et 

(p2.(p£^.Q-i -f, D.ç5.(pfl{,Q-5 4« ça.ç4.(pa.t-5 -f. p3.p5.(pflp.Q-7 H- etc.).cosax 
(p3.(p«.Q-a -f- D.p4.(p(«.Q-4 H- p2.p^.(p«.3-^ H- p3.p^.(p«.3-® -H etc.).sin3ar 

(p4.(p^Q-5 + D.p5.(p«.Q-5*H- p2.p6.(p^Q-7 ^^ p3.p7.(p».Q-9 H- etC.).COS4X 

(p5.<p«. a-4 -4- D,p6.(p«. Q-*^ H- p^.p7.(p«. Q*® '+ p'.p^.(P(»» Q-*® H- etc.).8in5jr 
— (p6.^flf.Q-5-j- etc.).cos6x — (p7.^c». Q-^ -f- etc.).sin7x -H etc. + eta , 

suite qui ne diffère de la précédente ( 5 ) , qu en ce que les lignes successives 
sont affectées ici de 1 , sinx, — cossoti — siûSx, H- C0S4X, -H sin5x, 

X X X X 
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— - cas 6x ,— fiin 7x , + etc. , tandis que dans la suite ( 5 ) elles le sont de 
i|Cosx, COS2X, cos3x| COS4X, cos3X| cos6x, COS7X, etc. 
On développera p^p'«(p« de même qu'au numéro précédent. 

41 5. Exemple. Des formules (5) et (g) on peut tirer plusieurs conséquences 
utiles. Ainsi si Ton y fait égal à lunité daboîd le coëfllcient y, ensuite J, 
ensuite s 9 etc. , et qu'on fasse chaque fois tous les autres coëfEciens égaux 
à zéro , et(pec = ect la formule (5) donne sur-le-champ les formules connues: 

(C0SX)2 = Q.Q-* -4- 3-»C0S«X, 

(cosx)3 = 3.9-«cosx H- 9-«cos3x, 

(cosx)4 = 9.3.Q-^ H- 4.a-3cosQx H- 9-5cos4x, 

(cosx)5. == 9.5.9-4cosa: + 5.q-4cos3x H- «-4cos5x, 

et en général y n étant un nombre entier positif quelconque | on aura 

(cosa:)** = 3-*'-Ç".Ç".« 4- a-««-H».{ç«-».p«+^«.ços9xH-p«-*.^«-*-a.«.cos4x 

-h ç*"'. g*"*"'« «• cos6x H- etc. + ^^'^•cc* cosQ/ix| , 

(cosx)^«+* =:a-«*.{p'».ç"'-H*.«.cosxH-ç*-*.p*+*.«.cos3xH-p*-«.ç"-+-5.«.cos5x 

H- p«-5.p«-+-4.c^cos7x-+-etc. •+-p*» + ^«.cos(î/ï+i)x} ; 

pourvu qu'on £Btôse partout Ç^^oc = i dans l'aYant- dernière , et p^'^^^ = 1 
dans la dernière de ces formules. 

La formule (9) donnera, de la même manière, 

(sînx)2 = Q.2-« — «-»cos2x, 
(sinx)5 = 3.Q-*sinx — Q-»sin3x, 
(sinx)4 = Q.6.«-4 — 4.3-5cosQX H- 9'-5cos4x, 
(sinx)^ = 2.5.Q.-4 — 5.Q-48in3x ■+- 2-4sin5x, 
et généralement , n étant un nombre entier positif quelconque , on aura 
(sinx)««=a-«*.p*.p".«. — 3-««+".{p«-».p«+».«.cos9x — p'»-«.p«-*-«.«.cos4x 

-H p*"'.p* ■*"'.«. cos6x — etc. rp p^.«. cosanx) , 

(sinx)"^* = «->«.{ p".p«+*.«.8inx — p«-».p"+a.^8in3x H- p»-2p«"*^.«.sin5x 

— p"-5.p«4-4.flf.sin7x •+• etc. db p^-*-*.«.sin(Q/ï+i)x}; 
pourvu qu'on fisisse partout p'*.« = 1 dans l'avant -dernière , et p**-+-».£^ = 1 
dans la dernière formule. 

4i6. Autre exemple. On a besoin en Astronomie de développer (1 — dcosx)** 
en une suite qui procède suivant les cosinus des angles multiples de oc. £n 
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fiiîsant dans la formule (5) (Pas 1—, D.«=-e, ety, Sy s, etc. =o, elle donne 
sur-le-champ, l'exposant m étant quelconque, fractionnaire, irrationnel, etc., 

(i — Çcosx)-* = 

^ l.ft.l.a 1.2.3. l.Q. 3 

1 • 1 • 2 i.a.i.Q.3 1.2.3. i.Q.3.4 * 

(mfm + i) m....(m+3)-,. - , m....(m+5)^^ . m....(m+7)^« ^, ) 

( 1 • a . 3 i.i.a.3.4 i.a.i.a.3..J i.a.3.i.a..6 ) 

OÙ la loi elle ûicile à saisir. Cette manière de développer (1— Ccosx)-" me 
parolt ne rien laisser à désirer du c6té de la «simplicité {*). Nous pourrions 
aisément multiplier le nombre des conséquences intéressantes que Ton peut 
tirer des théorèmes (3) et (g). 

417* Problèmb. On propose de développer* 

<f>\oc -+- Ccosx -h ycos2x -4- jcos3x H- 8COS4X + etc.| . . . .(1) 
en une suite de la même forme , 
. -4 + Bcosx + Ccos2x H- DcosSx + £cos4x 4- etc. . . .(2) 



Puisque Ton a cosx = 2-»c*>/^* H- 2-ie-*v^-» et cosrx = 2-'{c'*v/-* 
H- er^y/"-^] , je fais e^V"^ = ^ et 6-*\/-i =u , et j aurai cosrx = 2-*(^-Hw''); 
substituant dans la fonction* ( 1 ) , elle devient 

-.(« + Ça-"^ -h ya-'^ -4- (îa-u3 + ,2-1^4 + etc. ^ 

^i + Ca-»!* H- y2->tta •+• ^3-»tt5 H- «a-'M* + etc. 5 ^^^ 

Pour faire plus commodément les dérivations , je représente cette expression 
(3) par 

i a -{- U -\- w -h bf5 -h eM -f- etc. ^ 
■<P i H- b'« H- c"»a + b"'«3 -H e'^«4 H- etc. J ' . • • • '^^\ 

(*) On peut comparer cette solution à celle qu*£uxjiH a donnée dans ta pièce sur les inégalités de Saturne 
et de Jupiter « couronnée par TAcadémie des sciences de Paris en 174^, et à la méthode de CLài^Avr, 
Mémoires de F Académie de Paris, année 1754» pages 5^6 et suivantes. 
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où je considère b', c'', b'"* etc. comme difFérens d^ b , c , b , etc. en exécutant 
les premiers développemens , sauf à. Ëiire après ces développemens b' = b, 
c^' = c , b'" = b , etc. Or , le polynôme de ( 4 ) est un polynôme double , 
a y a deux dérivées, savoir D.a = b et D^a =: b/, mais aucune des lettres 
b, c, b, etc. n'a de dérivée d', ni aucune des lettres b', c", b^^etc. na 
de dérivée d. Sous cette restriction, on voit que la formule (4), analogue à 
celle du n.^ 1 go , aura pour développement 

(p|^ -I- Çcosx H- ycos«x -4- Jcos3x H- etc.| = (5) 

ça + T>.(pa.ù -t- p2.(pa./« -{- ç5.(pa.^ -H ç4.(p«./4 •+• etc. 
-f- D'.(pa.u + iJ.Ti.(pcuùu •+• D'.pa.^a./*!* + D'.p3.(pa.^5|^ + etc. 

+ ç'5.(pa.M5 H- p'î.D.(pa.^5 ^^ etc. 

-H ç'^.(p«.ii4 + etc. 

. ^ + etc. 

Or , puisque , d'après ce qui précède , les dérivations d' et d sont absolument 
les mêmes , mais totalement indépendantes entre elles , il est clair qu'en^général 
p'^(pa == p^^p^f et p'^p^(pA = p'''P^«<pft y Ainsi on pourra ordonner le second 
membre de ( 5 ) suivant 

ly tu^ t^u^ , t^u^ , etc. ; ^ + m , t^^u + ùii^^ fiu^ + t^u^ , etc. ; 

/2 4.i^2j t^u-^tu^y ù^u^ + £^u4, etc; fi-hu^y Mu + ^i^4, etc. , etc. ; 
et même, à cause qu'ici lu est égal à l'unité, lu étant = e*\/-».e-*^-*, et 
que par conséquent toutes les quantités de la première de ces suites se réduisent 
à 1 , toutes celles de la seconde k l+u^ toutes celles de la troisième à ^^ -hu^, 
et ainsi de suite ; la série ( 5 ) s'ordonnera de cette manière suivant 1,^ + 2^, 
l^-hu^j i^'+'U^f etc. ; et en remettant ensuite , à la place de ^+*u' -j- l'ur-^* 
= /'' H- u^j sa valeur e'^V-* H- e-^'V-^ = a.cosra:, on aura 

<p{cc -+- ffcosx H-.ycosQx -+- jcos3x -+- etc.} = (6) 

<pa -f- D'.D.(pa + p'^.p^.(pii H- p''. p'. (pa + p'4.p4.(pa -+- etc. 



+ (D.<pa H- D'.pa.(pa H- p'^*p'.(pa H- p'^.p^.<P<^ -h etc.). 3cosx 
(p^.(pa -h D'.p3.(p<i -h p'^«p^-^<^ -H p'^'P^*^ H- etc.). QCOS9X 
(p3.(pa -4- D'.p4.(pa H- p'^.p^.(pa H- p'^.p^.(p« H- etc.).QCos3x 
(p4.(pa H- n'^p^cpa + etc.)acos4x + (p^.(pa H- D'.p^.(pa -H etc.> q.cos J* 



etc. + etc. 



Dans 
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Dans cette série, quoique p'"».p«^a=p'«.p'".^a, cependam p'*.p«,(pane sera pas 

= -^! — ■ — <^ — --T^ ^ ^P^+^.^a, comme n.®4i3 , parce quicip''». et p*. 

marquent des dérivations entièrement indépendantes , quoique les mêmes ; 
et il n'est pas difHcile de voir, par le n.^ i33, que Ion a généralement 

p'» p-.(pa = 

(D(pa.p"-^CQ-» + p2(p£^.p«-a.Ç2.Q-a ^ p3(p(^.p«-:3.^.9-.5 ^. etc.) 

* )+p"-*(P«.p^.Ç*-^. Q-" + *H-p*"-*(P«.n,Ç«--*.9-'»;»-»-i- p«(P(«.C^Q-*) ' 
où p". n'affecte que (poc et non C, de sorte qu'en développant encore par p". , 
on trouve pour le terme général de la série qui multiplie et co^in-^ni^x dans (6), 

p'-.p«.(pa= (7) 

DD(p«.p»-^C.p»-*.e.2-*H-p»D(p(«.p"«.e2.pii-i.Ç.Q-.5 + p5D(p«. p«-3. e^.pii-i. Ç.Q-4 

+ npacpflf.p»-»: C p»-^ Ça. 2-3 -I- papacp». p»-«. Ç^p»"». Ça. ^-4 

-h Dp3(p^p«-i. ep«-3.Ç3.Q-4 

etc. + etc. 

p»-ïp«-i(p(».D,Ç*"^D.ff»-i.Q-«-*-»+«H-p*p«-i^«.ff«D.C«-i.r-*+*** 

p»-^P»(P«.p2.ff*-a^«. Q-«+«H-«H-p^ip«(P«.D.C'^>.C« Q-«H-ii.i^P»piiîp^Ç»+«.Q-ir4.« . 

OÙ , dans p^ff"-^ p'.ff'*"'» p^ n'afTecte que ff"-'* et nullement p'.f *-'; de sorte 
qu'il faut développer séparément p *■.?"»-' et p'.ff'*"', puis multiplier ces déve- 
loppemens l'un par l'autre; les dérivées divisées de Ç étant y, Ji s, ^, etc. 
Ainsi on aura , par exemple , 
p'2.p3.(pa = Dixpap.y.J.3-^ + p=*D(p«. Ç\ l Q-3 -t- p2p2(p^.f 2.Qgiy,ij-4 

Dp2(p«.y.Qgy.2-3-|-.Dp3(p«.y.Ç3,Q-4 _f- p2p5(p^.Ç5,Q-5. 



4 18. Si l'on demande à développer 

<P{« + ^sinz -H ycosQjB + ^sin3z + SC0S4Z -H ^sin5z + ly coeGz + etc.f 
en une série ordonnée de la même manière : 

21 +93sinjs •+• €cos2z + Ssin3z + ffcos4z^-gsîn5z -4-®cos6z-4-etc. ; 
la solution de ce cas se déduit facilement de celle du problème précédent , si 
Ion y met ^n -^ z à la place de ^, f^r désignant l'angle droit. Alors l'on a, 
comme on sait, cos(-j7r -f- z) = ' — sinz , cos(7r + Q-s) = — coscjz, 
cos(77rH- 3z)==sin3z , cos(Q3r + 4^) = COS4Z, cos(^;rH- 5z) = — sin3z, 

Y y y y 
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(II.) 

Des produits de facteurs dont les premières différences sont 

constantes. 

420. Les produits de la forme m (m — r){m — Qr) (m -- nr + r) ou 

m{m+r{m + 7r) (m+nr-^r) se présentent fréquemment dans l'Analyse; 

nous les avons rencontrés trop souvent pour n'avoir pas désiré de les exprimer 
d'une manière abrégée , afin de simplifier les formules dans lesquelles ils entrent. 
Les signes de dérivation en offrent le moyen. Si nous n'en .avons pas fiât 
usage plus tôt , c'est que nous avons craint de présenter nos résultats sous des 
formes trop éloignées des formes ordinaires. 

y ANDBRMONDE (^) et Kr AMP (^^) , OU assimilaut ces produits aux puissances , 
ont été conduits à les exprimer commodément et à y remarquer plusieurs 
propriétés qu'on peut regarder comme les fondemens d'une théorie que ce 
dernier Auteur vient d'enrichir de plusieurs théorèmes, et à laquelle il a ajouté 
des recherches sur la manière d'évaluer ces produits par des séries convergentes. 

Ces produits et les coëfEciens binomiaux ont aussi mérité l'attention d'EuLSR, 
qui a donné sur ce sujet différens mémoires (^^^) , et des notations particulières 
pour les coëfTiciens binomiaux. 

Sans entrer dans de trop grands détails sur la théorie des produits dont il 
est question , notre dessein est de la rappeler aux dérivations taqt en elle- 
même que quant aux notations. Par ce moyen les expressions se lieront plus 
étroitement aux différentielles , ou aux intégrales définies , et généralement 
aux formules dont ces produits tirent leur origine ; nous aurons en même 
temps des signes très-expressi& pour les coëfficiens binomiaux , et des moyens 
de rendre plus faciles certaines démonstrations par l'application de nos formules 
précédentes. 

421. Pour abréger nous nommerons quantité factorieïle , ou simplement 
factorielle , le produit m (m— r){m — Qr)(7n — 3/') {jtt ^nr ^ r), 



>MUi 



(* ) Dans ion mémoire snr d^^* irrationnelles de différens ordme avec une i^ffflication au cercle ^ imprimé 
parmi ceux de TAcadémie des sciences de Paris, année 1779» première partie, pages 489 et suÎYantes. 

(**) Dans le chapitre III de V Analyse des réfractions astronomiques et terrestres, Strasbourg, aa VII. 

(***) Dans les Acta, surtout dans les tomes VII et VIII des nova Acta de TAcadémie de Pétersbourf. 
Comme cette matière est liée aux intégrales définies, on peut y rapporter plusieurs autres mémoires du 
même Géomètre répandus dans \^% Commentaires de Pétersbourg , ainsi que différeutes parties du i.« et 
du 4.« volumes de son Calcul intégral et de ses Opuscula anafytica. 



ou 
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ou m(m+r)(m+7r)(m + 3r) ^m+nr'^r); nous appellerons yZzctonW/e 

,. . . „ m(m'--rim'-ctr)....(m''nr+r) _ - 

divisée I expression 5 — . Le premier facteur m 

S appellera la quantité initiale ; r est la différence factorielle , et n Tindice 
ou le nombre des Ëicteurs. 

422. Si Ton suppose d.« = C et zéro toutes les dérivées suivantes de «^ 
on a , par ce qui précède , 

D».^ =z:d«^.Ç«=: m(m-«1i)(m— 9)(m— 3) (w— » + i)^-«Ç«; 

d'où il s'ensuit que , si Ton fait «== i, Ç=d.i = i, on aura # 

i>«i« = ot(ot— i)(m— 2)(m— 3) (m— n+i), ••••(!) 

pourvu qu'on ne fasse i" = i qu après le développement. On aura pareillement 
(-.i)«.D«i— = m(m+i)(/n+9)(OT+3) (m+n^i), ...(a) 

m 

r^.v'i'' = m(OT— r)(OT— Qr)(??»— 3r) (m— nr+r), (3) 

(— r)«.D*i '' = m(m + r)(m+ QrX^-i-3r) (otH- w— r). . . .^4) 

insiy pour pa^sser de (1) à (3) , on divise dans d"i" l'exposant m par r et l'on 



multiplie D"i ** par r"; pour passer de (1) à (4), on divise dans d"i" l'exposant 

m 

rn^ar — r et l'on multiplie d"i"'' par (— r)«. 

Si par l'expression d".!""^*, où l'on a mis un point après le dénominateur 
^r de l'exposant ~ , on convient d'entendre que d. 1 , la première dérivée 
de 1 , est égale à ce dénominateur pris avec le signe qui lafFecte [ d^. 1 , d\ 1 , 
tftc. étant toujours zéro ] , on aura des notations fort simples. Les factorielles 

(2), (3) , (4^ s'exprimeront re^ctivement par pM *"*• , i>«. 1 '^^ , d'.i"'''' ; ou bien 
parD*.!*--** , D*.!*»-^-, D«.i*--'*, en niettant 77»:r au lieu de — , pour plus 

de facilité typographique ; et l'on aura 

D«.i**'« = /*.D*i*-' et DM*--''* = (— r)«.D»i*î-' (5) 

423. Quant aux factorielles divisées , on a pareillement 

m(m— 1X^ — ^X^—3) (m— /iH-i) 



P»i* = — ^^ — 1^ '■ : 9 



Z z z z 



n^i* : r 
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p"-*""- = > . . ; 3 4. ... » — ^' • '• • • (^^ 

— ( — - i)( — q). . . ( /i-4-i) 7»(m-r)(m-Qr). . .(/»-nr-4-r) 

1 . 3 . 3 n r . 2r . 3r nr ' 

ainsi les coëfEciens binomiaux s'expriment aussi très -simplement par nos 
notations. ._——_-. 

424* Recueillons à présent quelques propriétés des factorielles. 
Sans changer la valeur de la J&ctorielle rS^.i'*'^*, on peut changer ou 
l'initiale 19 ou la différence &ctorielle r. 

En effet, puisque i*-'' = 1 * , on a d*i*-' = d*i * ; or, numéro 

l^n^Y^'^^ ^! 7n^ AI:— •• - 

précédent, d«i* • ' = -;; 1 et d»i • = -jpj^ d«. i " ; donc on à 

^''•^"^'' = ÎIî;^'-^ » .;.... ..-(7) 

OÙ de m l'initiale est changée en M. 
Pareillement, puisque !*•''= 1 '' , on a d«i«-»' = d"i ; or on vient 

de voir que d«i* •'' =: , et d«i =; — ^ — j donc on a aussi 

DM*-'- = -^i>*-i '1 (8) 

où de' r la différence est devenue JR. * 

425. Puisque la valeur d une factorielle demeure la même si Ton écrit sek. 
£Eicteurs dans unprdre renversé, c'est-à-dire, puisque 

ot(7;i — r)(m — Qr)... .(râ— nr-Hr) = (m— nr+r)(/n—/ir4- «/')••••(''»— r)iii, 
ce qui est représenté par cette équation 

DM*-''- = D".i(*-*f+0--''*; (9) 

on a le moyen de changer le signe de la différence , sans changer la différence 
ni la valeur de la factorielle. 

• - 

426. Si la différence r devient =: o , la factorielle devient une puissance , 

et Ton a , x 

D'ï.i'"-*^* = m»; (10) 
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carDM«îo- = m^m— p)(/»— Q.o)(/»— 3,0) (^— n.o4-o) = m». . 

Si I dans le quotient de D^i . *. divisé par d". i ^ i u et i' deviennent 
zéro , la valeur de ce quotient sera = — • 
En effet on a dans ce cas 



DM 



et , en multipliant par zéro chaque facteur du second membre , où il y a autant 
de facteurs au numérateur qu'au dénominateur , il est clair que ce second 

membre se réduit à — . ^ 

427. Après ces observations sur les initiales et les différences des £sictorielles ^ 
portons notre examen sur les indices. 

THioRÂMB. On a pour D"+^ i^-^- ces deux expressions 

pji + M»:r. = dM»'''*XDM(«-«'')-^-, (il) 

et d«-hm*î^* = D'. i*vr.XD«. i(«-'Oî>% (iq) 

En effet , on peut partager la factorielle proposée en difiFérens grouppes de 
facteurs; ainsi Ton a 

D«+'. i*-*"* =/»(/n-r)(m-ar). . .(m-/ir+r)x(m-/2r)(/?i-/ir-r). . .(m^nr-sr+r) 

= 77i(m-r)(m-ar). . .(w- jr+r)x(OT- Jr)(wt-jr-r)* . .(m''Sr''nr+r)^ 

ce qui donne le théorème. 

4a8. De là on peut déduire les valeurs des fEictorielles lorsque Findice de 
D devient négatif et entier , et même pour des cas d'indices fractionnaires. 
De (iq) il s'ensuit d'abord , en y faisant s =i — n , 

donc, puisque d^ i'»'''- = !••'' = i , on a 

D-«. i«î^ = -.1 ,' _^ . — : r....(i3) 

et, comme p*. i(«-h«'')î»'» = d». iC^+O:-*"- [formule (g)]^ on a aussi 

p-n 2»:r. ^— — 2 ^ ••V..(l4) 
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En développant cette dernière équation , elle donne « 

1 



"^ (/nH-r)(??iH-Qr)(/»-h3r) (m-t-nr) 

La notation n-" a l'avantage qu'en la considérant comme une dérivation 
inverse de Tordre nj elle fait trouver par sa nature même la valeur de 

• T 

D-M«-^*. Car, puisque d«..i'»-''' = r*.iy»i*-'', on a, en changeant n en — /î, 
D-». !*• '■'=/•"' "•D"*!'"-^» c est-à-dire qu'au lieu de multiplier par r lorsqu'on 
exécute la dérivation directe dans d. i '"•''•, il faut diviser par r lorsqu'on exécute 
la dérivation inverse dans d^ >. i '"•''- , ce qui s'accorde avec ce qui a été observé 
au n.^ S 84; et, en exécutant les dérivations inverses, on trouve 



T s«-^l'^• s'-^i*^' 



S»-3. 1'' 1 



(7n-Hr)(//t-t-ar)(wH-3r) (m-i-r)(/»4- irX'^-t-Sr). . .(/n-t-nr) 



^1 1 « 1 1 

On a donc ' *' n = i>''* i ^^= ■ , i = , ■ , . 

4dg. En égalant entre eux les seconds membres de (i i) et de (iq) , on trouve 

D«. i«î^* = d\ i(«-'0-''- X 7 : ; 

et si l'on change /z en — - ra, et m, r en il/, jR, on a aussi 

D'« 1 v^ H" * ^j • ^ 

Multipliant ensemble ces deux équations , il vient 

D«.l"»''XD-M^-^- = (i5) 



D». !(*-"')•'''• X !>"••. i(Jtf-'*)îi^ 



D*. ll'"-«'')-''XD'.I ^AI4-«JI):£. • 



Or , si l'on met — au lieu de ^ .( ou , comme on a coutume de s exprimer , si 
l'on suppose que s devienne infini), il est visible, par les n.^ 426 et 428, 

que D«. 1 • ® X D . 1 ° devient = -^ ; donc , 

TnéoEÈME. Quel que soit n, on a toujours 



s s 



PM'»^XD-MM:it. =^ ^ ° '^ ^^/^ , (16) 

où 



DB8DI&11XYATION8. 56q 

OÙ l'indice — deB, dans le second membre , indique que les&ctorielles sont 

composées d'un nombre infini de &cteurs ; et l'on a , en développant , 

DM^-^'XD-*. i**-^- = (17) 

r^.m.M(m^r)(^M^RXrn''QrXM--7R)(m^3rXM-^3R) .1. à Tinfini 

Toutes les fois que n est us nombre entier, le premier membre donnera 
une expression finie de l'expression en suites infinies du second membre. 
On voit que dans }gB seconds -membres de ( 1 6 ) n n'afFecte aucun indice , 
mais qu'il entre seulement dans les exposans dé 1 ; ainsi le développement du 
second membre de ( 1 6 ) se tait de même lorsqjie n devient une fraction ou une 
quantité irrationnelle ; donc ce second membre donne une expression en suites 
infinies de dM •'•''• x d -M ^•^•, lors même que l'indice n est firactionnaire 
ou irrationnel , positif ou négati£ 

Si r = 1 et il =^ 1 , et si ^ est infini , on a 

D«l«.D-«l^ = T-Z—l , M-i.» = • • • • •(>8) 

m.M(m^iXM^\X^-^X^-^) ^ *'^^P^ 

(ot— /i)(Mh-/ïX'»—/ï— OCM H- /i-i)(m — /ï — QX-^+'*""^)"**^ l'infini * 
Si de plus on fait js négatif et infini , on a ce théorème de Vandbrmondb , 

(m+ i)(M+ i)(/n+Q)(Af+Q)(OT+3)(M+3) à Finfini ' 

et il est &cile de voir qu'en effet le dernier membre de (18) est égal au dernier 
membre de (19)9 en multipliant en croix ces deux expressions. 



43o. Appliquons à présent nos formules de dérivations aux fsictorielles 
divisées. Ces factorielles ont des propriétés qui leur sont particulières : en 
voici quelques-unes. 

On a ç»»!* = ç*-*»!*. (1) 

La démonstration se tire des développemens. En effet on a 

mfOT— i)(/n— q). . . .(tw— n-l- 1) mfm— i)(7n— q). . .(ti+i) 

1 . 3 • 3.*. n 1 • ^ • 3 . • • . (77»*/x) ' 

conmie on le voit en multipliant en croix. 

Aaaaa 
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43i. D.i étant = — 1 ^ on a 

C'est un corollaire du n.® qi5 , qu'on obtient en y fsiisant a = 1 et r = 7». 

432. Puisque iCw+W):*" = i^^m^'î'', si dans la formule du n.® 87 on fait 
cc= i^î»' et a = !"»•'', on a dune manière bien simple cette proposition : 

THéORÈMB. pMC^ + J**)-»-- = p».(l««^-. iJi'î^) z= (3) 

Si ra est positif et entier la suite se termine ,aPt son dernier terme est p"!***^*. , 
On peut tirer de ce théorème plusieurs conséquences remarquables. 



433. Si dans (3) on &it r=x et n = s -^ M j on aura . 

i«.p«+^l^ H- Di»» p^H-Af-i^M _|. p3im^p«+ilf-a]Af «^ Q3|n. p'4-M.-3 |Af 
-^etC.-f-p«-3i«.p*4-3iM_^_P»i--aii»^p*4.aiJI£^p«i-iiW.p*4.iiJtf^pi»l» pj|Mj 

car p"»-*-*!'» = o,* comme on- sait : donc, puisqu'on a, n.® 430, 

pm^m -— 1 ^ p*""* 1" = DM*», p*"-» 1« =z= p^l*", etc. , pw»-*i« = p*l», 

la suite précédente , écrite à rebours , donne ce théorème 

i.p'i^4-Di'".p'-+-*i^+p2i*.p'-*-ai^-hp'i"'.p'+3x3^+p4i«.p'4-4iitf-f-etc. 
Cette suite est aussi égale à p«-'i«4-Af par le n.*^ 43p. •(^) 

434. On démontre aussi avec facilité le théorème suivant , auquel Lagrange 
parvitit le premier (**), savoir : 

(2/1— I )(q/î— 3) 7 .5.3.1 

= -^^ ^^ ■• — ^ ^ Q«. (3) 

1-. Q.3 n ^ ^ 

En effet, en faisant dans la formule (3) ci-dessus r^i , m=/i, Mz^n; cette 

formule devient 

pii|aii_ p«(iM«)= p«j« -f- Dl«.p«-\J» H- p^l'.p*-» l«-f- p3l«.p«-3iii^^|;Q^. 



(♦) Ce théorème a été donné par £ulbh dans le tome V, i.«r« partie des Acta de l'Académie de 
Pétersbourg , page 97. Les dérivations nous y ont conduits d*une manière fort simple. 

(*♦) Dans le tome V des Mélanges de TAcailémie de Turin, page 177. Euleiv s'est depuis occîipé de ce 
théorème dans différens endroits. Voyez les mémoires de l'Académie des sciences de Paris, année i7'*8, 
page G06 , et le tome des yiicia de Pétersbourg , que nous veju>]is de citer, . 
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et, puisque<n.®43o)ç«i« = doi«= i, ç«-»i» = di«, p«-ai« = çai«,ètc., on a 

Çnjaii ï= 1 H- (Diii)a H- (p»!»)^ H- (ç5i«)2 + (p4i«)a ^. etc. (6) 

Le second membre de cette équation étant égal au premier membre de{5)| 
il n'y a plus* qu'à démontrer que Fon a 

On y parvient facilement au moyen de ce qui précède. En efFet , en faisant 

dans (il) du n.° 427 r=i, ^=inet/n = 2n, on a p««i*« = d«i«».d«i«; mais 

« 

D*»i*» = Q/r(Qn— i)(an— îi)(q/i — 3) 6.5.4.3.2.1 = 

2/ï(2»— Q)(Qn — 4)...6. 4. 3 X(Q/Ï— i)(Qn — 3). . .5.3. i=dM^-*-X DM <*•-!)•*• ; 
or D«.i«»-*- = 9»p»i», par la 1." des formules (5) du n.** 492; donc D*»ia«=: 
q«.d»i»Xdm(2«-Oî«* = D»i*».D«i»; partant d»i*« = q^dmC^-O-»-. 

Si dans l'équation ( 4 ) m et il/ sont fractionnaires et que n le soit dans 
Téquation (6) , puisque m^ Metn n'entrent pas dans les indices de d des seconds 
membres de ces équations, il s'ensuit que dans ce cas ces seconds membres 
seront des suites infinies égales à des dérivées à indice fractionnaire. 

435. Remarquons, en passant, que, m étant entier positif, on a 

(1-4- i.aî-f-i.aî2-t-etc. H- i.od^)'' = {i.œ^ ^- i.x^-^ -h etc. -t-i.ir H- i)*; 

et les développemens des deux membres renfevneront les mêmes puissances 
de X , l'un dans l'ordre ascendant , l'autre dans l'ordre inverse ; . donc , puisque 
ces deux développemens doivent être égaux entre eux , quel que soit x , il faut 
que les coêfEciens des mêmes puissances de a; y soient égaux entre eux. Or, 
dans la supposition de n.i , p^.i , etc. p'..i'=i , et p^+M , p'"*"*»i > 6tc. = 0, 
le coefficient de xP sera p'^*!* dans le premier développement, et dans le 
second, il sera p^-i'.i'», comme il est aisé de le voir (nw®83). Donc on a 
ici pp. 1*" = p''»-/'. 1". C est une extension de la propriété du n.° 430. 

A présent, si dans la suppositiSn de d. 1 , p^*i.9 etc. , p^ 1 = 1 , on met 
1^ au lieu de « et i"* au lieu de a dans la formule du n.^ 87, on trouvera, 
comme n.° 433 , que dans cette supposition on a aussi 

ÇS-hlm^im-hM — p^A'-Mw-hAf — .....(8) 

i.pj.iM ^ D.i^.p'+M^ H- p^i"».p'+M^ H- p5.i«.p'+3.jM -(- etc., 

et , en mettant dans le n.<> 87 i« et i« au lieu de o^ et ^z, on trouvera encore , 

comme n.^ 434 , qu'on a dans la supposition actuelle . 

p'M^ =z= 1 4-(d.i«)2 4. (p2.i")2 H- (p5.i«)2 -t- (p4.i«)» + etc. ....(9) 
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Àinfii les propriétés observées dans les numéros cités pour les binômes , 
s'étendent aux polynômes de la forme ci-dessus* Elles ont même encore lieu 
lorsque m^ Met n deviennent fractionnaires. Ces propositions appartiennent 
à £uLEA : voyez le tome V , a*^ partie , des ^ctH de Pétersbourg. Les dériva- 
tions , comme on voit , en rendent la démonstration fort simple. 
Après cette digression , revenons aux fisictorielles. 

436. Si Ton met ii''^ au lieu de «, et if-^ au lieu de a , dans la formule 
du n.^ g5 , n.i étant = r, on en tire sur-le-champ 

DM<F+f)-^- = (10) 

-4- etc. 

Cette formule donne la conversion de la factorielle du binôme en une suite 
de factorielles de monômes : elle est aux factorielles ce (jue la formule ordi- 
naire du binôme est aux puissances. Nous y sommes arrivés d une manière 
bien simple et sans induction. 

Elle suit aussi de (3) du n.^ 43 q. 

437. Je mets JW + nr au lieu de ç, et je multiplie tout par d-«. i^^ '• j j'ai 

m 

H- ç2iit,D2. iftf.xD"-». i(^+«0-«*XD-». i^-'- + etc. 
Mais on a d"-*. i(*' + "^)-''-xd-«. i^*':''- = d-*. i^^*"-; c'est ce qui résulte de 
(il) du n.o 427 si l'on y met — n^ n — k j M eux lieu de /i, s et m. Ainsi 
la formule qu'on vient de trouver , se réduit à celle du théorème suivant 
de Vandbrmonde, important dans la théorie des fisictorielles, parce qu'il 
sert à les lier aux intégrales définies. 

TnioRÈME. dM(p+^h-«0!^.Xd-m^'''- == (11) 

1 H-Dl'.D.lf •''•XD-M^-''*H-p2iii.D2.ii7:r. )<I,-«,lJf!^.^p3ll•,I>3.^Pî^•Xl>"'.l^•'• 
^- etc. 
Puisque n^p^ M n'entrent pas dans les indices du second membre , celui-ci 
donnera la valeur de d«i(pH-^h-«Oîxd-»*i^î'', quels que soient n\ p et Jlf, 
entiers , fractionnaires , irrationnels , positifs ou négatifs. 

En comparant avec (16) et (17) du n.^ 4Q9, où Ton fera R =1 r^ et to = 
M + nr^ on aura deux, expressions de la même quantité £ictorielle 

D». 
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DM * •• ''• X D "••• 1 ^ * f. Tune par une suite , l'autre par le quotient de deux facto- 
rielles qui se continuent à Vinfini ; ce qui donne le moyen de convertir des 
suites finies ou infinies en produits continus. 

On peut modifier la forme de ce théorème de différentes manières ; on 

peut, jar ex^ple, changer d-«. i^-'- en --|~—-—-—(n.« 428), et alors 

p«, 1 (f H- Af H- »r ) ; r, 

la suite donnera la râleur de ;; — lM-hnr),r — • ^^ P^^^ e:^cuter la même 

chose sur (16) du n.^ 4^9* 

438. Si dans (f 1) du n.^ précédent on change entre eux netpir^le second 
membre demeure le même ; donc on a 

D".l(f + ^+«')-^XD-M^''* = Dr*^.l(f-*-^+«0:''. XD-/'-M^-''«, 

ce qui donne une transformation d'indices assez remarquable. 
Du n.^ 4^7 on peut aussi déduire la formule 

D*.l""-^- DM*'''- • 

en égalant entre eux les seconds membres de ( 1 1 ) et de ( 1 2 )• La formule 
du n.^ 431 n'est qu'un cas particulier de celle-ci; on l'obtient en fusant 

Ces formules donnent le moyen d'avoir les valeurs des premiers membres , 
lorsque l'indice n est fractionnaire , pourvu que dans la première p i r soit 
im nombre entier et que s le soit dans la seconde. 



43g. Quoique les applications qu'on peut fiiire de cette théqrie des Êicto- 
rieiles soient ce qu'elle présente de plus intéressant 1 je ne pourrai m en occuper 
que pour en donner une idée. 

ScHt proposé de ramener aux factorielles l'intégrale r7?i/V«-»(i T-aî')«da?, 
étendue depuis a; = o jusqu'à x-=^\. 

Je développe (1— a?^)**! et l'expression précédente devient 

. rm/a5^'"-*{i--Di«.as'^ H- '^'^i^'.x^ — p^in.a^r ^ etc.}d:p, 
ou bien 

rmfx^^'^àx — j^\\rmfx''^'^^-^àx H- ^^i^.rmfx^^ + ^^^^àx 

en exécutant l'intégration , on trouve 

m+1 ^ m + 2 ^ 7n + i 

Bbbbb 



iT ^ 
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.Cette intégrale I étendue depuis x = o jusqu'à a; = i , se réduit à 

Or cette expression est évidemment égale à . 

l+Dl».Dl-«.D-*l«H-Ç2iJi,D2i-«,D-.«i«^Ç3x«.I,«l-.«,I,-5i«-f,etC. . ..(i3) 

Comparant à la formule (i j) en y faisant r = i , pzz — 771^ M=%> , elle donne 

pour la série {i4) l'expression p"i^d-*i" ; et la formule (ig) du n.* 42g donnera 

pour cette expression une fraction de fisictorielles d*un nombre mfini de 

facteurs. Ainsi 

rmfx^''^{i --afydx^ [depuis xzzo jusqu'à xss 1] = .. .(14) 

^ ^ ,„ a, i(7n+/tH-i)Q(m-4-/^--hg)3(OTH-/>+3)4(OTH"/>-4*4) 

^^•^'^ ~ (n+iX/n+iX/î+aX'^+2)(/i+3)(m+3)(»+4)(m+4) 

44o« Voici un exemple où l'indice n de p est une fraction. 
Soit 1 le rayon du cercle , x l'abscisse comptée du centre ; on sait que la 
surface est =y*(i ^x^)jdx\ et en prenant l'intégrale de a: = o jusqu'à a> = 1 , 
cette^ intégrale est égale au quart de la surfisice du cercle; je désigne ce quart 
par ^TT. Comparant /l[i—x2)?rfx avec rm/V«-»(i— jj'')*^^! ^^ ^ r = 9, 
/i = 7, rm^^ 1=0, donc ot = j; mettant ces valeurs dans (i3) et (14), 
on trouve 

11 II 9.4.4 «Ô.Ô.S.S.IO.IO.IQ.IQ.... 

^^_jii.ii 1 3.3,5.5. 7.7. g* g.ii^ii.iS • 

ce qui est l'expression connue de W al lis. 

A cause que, n.® 4^7» P '^^*i^ = n""^!'.©'!»"^*, ou n^i^ =j;= ©*•!•, 
on a aussi x x s % x , 

9r étant la surface du cercle dont le rayon =:=:'i. 

Je ne m'étendrai pas davantage 1 je n'ai voulu qu'indiquer l'usage qu*on 
peut faire des dérivées à indice fractionnaire et reveiller par là 1 attention sur-, 
les différentielles à indice fractionnaire , sujet qui a été peu cultivé jusqu'à 
présent. (*) 



i^^ 



■ 

(•) On trouve sur les différentielles à indice fractionnaire une remarque de Lbiakis à la fin de aa lettre 
à Jaixf Bbrsiovlli, dû 98 décembre 1695, Cammercium epUtoUcum , tome i.er, page 107, et une remarqoe 
d*£uLBR dans le tome V des anciens XJommcntairet dePétenbonrg, page 55; c'est à -peu «prés tout ca qu» 
je connois sur cette matière. 
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XIII.) 

De la méthode directe et inwrse des différences, et de ia transfert 

mation, sommation et interpolation des suites. 

• 

44 !• On peut apporter de grandes simplifications à la méthode des diffé- 
rences par la séparation des échelles et par l'application des formules de 
dérivation. Nous allons le faire» voir succinctement , et. montrer qu*on obtient 
ainsi avec la plus grande Êicilité les théorèmes généraux de cette méthode , 
et que ces moyens sont très-propres à renrichir et à retendre à de nouvelles 
recherches. 

442. Commençons par fixer la signification d*une notation qui nous devient 
nécessaire. 

u ou, (px étant une fonction quelconque de a; , on a coutume de désigner 
par M% M", u"', etc. uW, ou par w(0, w(t), wP), etc., wW, les valeurs ou les 
états successif deu ou de (p x, lorsque x y devient successivement x -f- Ax, 
X + 2A^, 00 + 3Ax, etc. , X + n Aa;,et même les états successif de ^lorsque 
œ varie par des accroissemens quelconques inégaux entre eux. On désigne aussi 
ces états successifs de u par des indices inférieurs , de cette manière : u^ u,^ 
Mu j 1^1119 etc., z^ , ou de celle-ci i u^ ui^ ut^uzj etc, u^} et les états 
antériem^ à l'état primitif u sont>alors indiqués par u^iy u^tn ^-no ^^c* ^^v t 
ou bien par u^i , u.^, u^Zy etc. , i^^-n , etc. Nous emplolrons ces notations; 
mais nous désignerons plus souvent ces États successif par Eu, E^i^, I?u^ 
etc. , £"1^ , etc. ; de sorte que £1^2=1^1 , lE^u = u^ , etc. , £*i# = i^», £-*i# = u-», 
£0^ = u; et si x croit uniformément, on aiu*a IP<px = (pxj £(pa:=:(p(x+ Ax), 
E^(pa: = (P(x+qAx), etc., E*(px = (p(x H- nAx), £-»<px=((pa: — Ax), £-«^ 
= (p(x — Q Ax), etc. , E^'^ipx =s (p(x — nAx). On peut désigner de même les 
valeurs successives de la variable x, par E^x, £x, £^x, etc. , E^x. 

En se servant ainsi de la caractéristique E, on a l'avantage de pouvoir 
la séparer des quantités qu'elle affecte , et la Ëûre entrer dans Jles échelles 
détachées des fonctions. 

443. Soit que X croisse uniformément ou non, on a f (px = ^(x + Ax) 
=^x + A<P^; donc, en détachant les échelles, on a 

E=i+Ai etA = E— if ......(i) 
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partant E* = (i+A)«, E-* = (H-A)-«, 

A* = (E-i)", A-« = 2« = (E- i)-«. 

Si Ax = ^ est constante , on a (n.^ 404 ) E = e^ = e * ; et si Ton ùdt 

A 
dx = Ax (n.^ 352) I on aura E = e ; donc , si Ax est constante 1 on a 



d = Ax.b = logE = log(i + A)| (q) 

c'est-à-dire que la différentielle est alors égale au logarithme de Tétat varié; 
et Ton a d» = (logE)». 

444* Si Ton a la fonction (p(x,j^) de deux variables x et^, ces variables 
étant indépendantes, ou lune et l'autre fonction dune même variable tj on 
désignera par £^ l'état varié de <f>(x,^) lorsque x seul y a varié de Ax; par 
E'* l'état varié de (p(x,^} lorsque^ seul y a augmenté de A/; et par E l'état 
varié de la fonction lorsque x et^ y sont devenus à la fois x + Ax , et^ + A^, 
de sorte que 

E»*(p(x,j^) = (P(x + Ax,^), &>(p(x,j^) = (p(x,^ + A^), 
E(p(x,^) = (p(x + Ax,^H-Aj^) = E'*E''(p(x,y); 
et en détachant les échelles , on a 

E'» = 1 H- A«» , et E»» = 1 -t- A'» , 
E = 1 -h A = (1 -f.A»»)(H-A'«) = E''E'». . ^ ^ 



Puisque A =r A^H-A'» H- A'»A»» =A>»+ A»»(i + A"») = A'> + A>»( 1 ^-f- A»> ) ,| 
il s'ensuit que 

A = A'» + A»»E'', ou A = A»» -t- A'»E'' ; ^ (4) 

et en appliquant l'une de ces équations à échelles à (p(x,^)| on a . 

A<p(x,j^) = A^(p(x,^) H- A»'(p(x + Ax,j^). 
On tire aussi des équations (4) 

A* = (A"» -4- At'E'O"'^ A" = (A»' + A'»E'^)*, 
jm -_ A-*". = (A*» -h A»» £!•)-«, jw = (A'> H- A'»E'')-*. 

Les équations (4) sont très-importantes; elles rapprochent le calcul des diffé- 
rences de celui deâ différentielles. 

Soit u = <p{xj^jz)j les variables x,^, et z étant indépendantes ou 
chacune fonction d une même variable t ; si l'on désigne encore par £»*^ l'état 
varié de u lorsque z y est devenu z -+- A i5 , on aura pareillement 

E»» = 1 4-A»», E»» = i-hA'>, E'»' = 1 -h A-' , 
£ = £'•£•>£«»'= (1 + A'0(i -f.A'0(i +A».»). V ^ ^ 

De 
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De là on tire E = (i + A»» -+- A»iE>»)(i -4- A-') = i -f- A*» -+- A'»E«» 
4- A»'> E*» -}- A»' A»»' E*» ; donc , en ôtant Tnnité de part et d autre , 

A = A«» -h A»»E»» + A»»»E»'E»> ; (6) 

et , comme A>*| A>' , A»»^ entrent de la même manière dans A, on a aussi 

A = A»» -h A«»E»» H- A^»»E'»E»', A = A»»« + A«»E'»' -H A.»E*»*E»». 

On trbuveroit des formules pareilles pour quatre variables y et ainsi de suite. 

44^' On peut à présent prendre une fonction quelconque f des échelles 
dans les équations précédentes , et l'on aura 

fEX(par = f(i 4- A)x<px, •••(«) 

fÉX<p(»,^) = f(E«.E.')X(p(ar,^) = f[(i-hA>.)(n-A.«)]X<p(x,j.), ...(») 

fAX(p(a:,jK) = f(A«» + A»»E'OX(p(a:,^), •••(6) 

fEX(p(x,j^,z) = f(EWE.^EMi)x(p(x,^,z) = 
f[(i+A'0(i+A.O(i+A-0]X(p(a:,j^,z), ''^^^ 

iàx<p(xyjryZ^ = f(A^4-A'»E»»H-A»»^E«»E«0X(p(x,jK,z). ..(€) 

Ces théorèmes, dont on pourroit augmenter le nombre, sont vrais, que 
les variables x , ^ et z croissent uniformément ou non uniformément ; et 
sous ce rapport ils sont plus généraux que leurs analogues (£) et (N) des 
n.^ 4o5 et 40g. On développera séparément les échelles , en observant que 
f n affecte qu elles et jamais les fonctions séparées par le signe X ;* puis on 
multipliera par les fonctions. On observera aussi que A«^E>»x^x,^), par 
exemple, =: A»»(p(x H- Ax,^) = A»* 1/1,0, si w = (p(x,^);_que A'^E^'E^^Xi* 

446. Donnons quelques développemens résultant des équations précédentes. 
On a, n.*^ 443, wxt^ = (i-^A)'»Xw, u étant = (px; en développant 
Téchelle du second membre , on trouve 

E«i/ = (1 -h /»A H ^ ^A2 H 1 ^ _JLA3 + etc.)xw, 



ce qui donne 

«« = u -+. nâiu H :^ i-âi^u H i ^ — 7r^à?u -f- etc. . . .(7) 

Cette formule se termine si n est un nombre entier positif; si n est fraction- 
naire , elle ne se termine plus , et alors on s'en sert pour les interpolations. 

Ccccc 
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En procédant de même à Fégard de la formule £-• x w = ( 1 4- A)-* x a, 
et en employant nos notations de factorielles , on a 

u^n = w + Di-^Ai* H- p»i-». A^w -4- p5i-»,A5w H- etc. . . .(8) 



447. La iormule A«w = (E— i)'»xm donne 

A»a = E«w — /iE«-» w H i^ ^ E«"«w ^ — 5— J-E«-5|^H-etc. ; ...(9) 

c'est la formule connue pour exprimer la différence d'un ordre quelconque 
par les états variés de la fonction. 

Si Ton fait n négatif, on a A-«w =(E— i)-«xi^; partant 

2«w = E-*w -h n E-*-' u H i — !— i E-*-*w H i — - ^ T ^ E-^*w -t-etc. . .(l o) 

1.3 1.Q.3 ^ 

C'est Fintégrale de l'ordre n en états variés de u qui précédent l'état initial u. 
Si l'on fait /i = 1 et A a: constante y cette formule devient 

^(px = (p(a:— Aj?) h- (p(a: — qAo;) -H (p(a: — SAa?) -h etc. ...(il) 

Nous ne dirons rien sur la manière de compléter les intégrales aux diffé- 
rences; on sait qu*il faut ajouter une constante arbitraire à chaque intégration, 
et que cette constante peut même être regardée en général comme une fonction 
arbitraire, continue ou discontinue; par exemple, si Aa;est constante et = a , 

il faut ajouter k Y,<px\sL fonction arbitraire %p ( sin -^-^ , cos — ^ ) , tt étant le 

rapport de la circonférence au rayon. (*) 

Si dans les formules ci-dessus on écrit (— i)«(i — E)* au lieu de (E— 1)« , et 
qu'on commence le développement par 1 ; on aura ces deux autres formules : 

A«i/ = (-i)'' w-zïEw -H-! 'Wu i A__L^ e3w + etc. .-.(iq) 

^^* l.Q 1.Q.3 * ^ ^ 

r«=(^i)-M«+«E« + i:^E»«H-^I^±i^^EÎ«-HetC.}. ..03) 

j 1.2 l.Q.^ 

Ainsi l'on a , en faisant /i 1= 1 et A j; constante , 

2(pa?=:— {^aî-+-(p(»r+Aa;) H-(p(a; + QAx) -4-(p(.xî+3Aa:)H-etc. }• . . .(14) 

La sorte de paradoxe que présentent les deux valeurs (11) et (14) de Z<pcc 

comparées entre elles , n'est pas difficile à résoudre ; ainsi je ne m'y arrêterai 

point. 



^ 



(*) On peut voir sur la maoîèra de compléter ces sortes d*intégrales un mémoire d*EuLxn dans le tome III 
des nouveaux Commentaires de Pëtersbourg, intitulé de determinatione serierum; Laplacb, Mémoires 
présentés, etc. , tome VII , page -jZ ; un mémoire de Mongb sur les /onctions nrùùraires ^uf entrent dans 
les intégrales aux différences finies , Mémoires présentés, tome IX. 
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Si Ton fait Â:r = 1 1 dans le cas de x entier , la formule (i i) devient 

ZCpx = -(15) 

<p(x-i)-f-(p(x-a) -4- (pfx-3)-Hetc. -H(p(i) + <p(o) -4- <p(-i)H-(p(-Q)-*-eta 
Si donc on suppose que x soit le quantième du terme d'une suite, <px son 
terme général; et si Ton suppose que la suite ne se continue pas au-delà de 
^(o), qui répond au quantième zéro, (p(o) étant une constante; où si l'on 
fait (p(o) 4- ^(— i) H- ^(—2; + etc» égale à la constante — C, on aura, 
l'expression 

:^(px -h C = (p(x— 1) + (p(a?— q) -h (p(x— 3) H- etc. + (p(i); ...(16) 
c'est la somme des termes de la suite depuis celui qui répond au quantième 1 
jusqu'à celui qui répond au quantième a: — > 1 inclusivement. Si l'on veut que le 
terme (f>x qui répond au quantième x soit compris dans la somme, comme cela 
ée pratique dans, la sommation des suites , on aura S^(^ + i) + O égale à 
cette somme ; et l'on déterminera C par la condition que tout doit s'évanouit 
quand on fait x = o. On voit par là que ^E<px 4- C = ^x + £^x + CL 

On a âi^I^u = (E— i)«E''Xw; donc 

A^ur = E«+''w — nE«+''^»w 4- ILILzlL^n+r^^j^ ^ etc. , . . -(i;) 
et I en changeant n en — n , 

Z'^Ur = W-'^u -H nW'-^u H ^ "^ E'-«-»w 4- etc. . . .(18) 

Remarquons en passant que la séparation des échelles, comme nous la 
pratiquons , présente un procédé plus simple et en même temps plus sûr que 
celui qui consiste à considérer les indices o, 1, q, etc. de iSPu^ ts}u^ A'<^f, 
etc. , et ceux des états successifs i^(<>) , ufS) , i/O) , etc. comme des exposans de 
puissances dans les développemens , et à changer, après les développemens 
réduits, ces exposans en indices; car on pourroit se tromper sur le' moment 
où le changement doit se faire. Ainsi il est arrivé (^) qu'en suivant ce dernier 
procédé pour le développement de A"*w = (w(0 — w(o))-i, on a eu 

111 
A- *u = w^» 4- u^^ 4- u^^ 4- etc. • qu'on a ÉEiit = — 4 — • 1 5- 4- etc. ; 

^ 1/11/3 1/5 ' 

puis , en convertissant les exposans de u en indices , on en a conclu 

2» = iirô -^ih>-^^ +etc. = 

1 , 1 . 1 . ^ 

u+Au u + iAu+à^u u+3àu+3à^u+6?u ' 

(*) Mémoires de f Académie de Turin, pour 17S6 et 17S7, page 45a« 
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résultat erronné. Il falloit faire la conversion des exposans en indices dans 
Texpression w- * -H u-^ -f- i*-' + etc. , et Ton auroit eu A-» w = wH) -+- wH) 
-+- w(-5) -f- etc. , ce qui est vrai. Par la séparation de Téchelle on a 
A-»i# =(E— i)-* X w, et , en développant, tsr^u = (E-* + E-»-HE-5^-etc.) x u 

= ( — -H -— - + — j- -H etc. ) X w ; mais , comme il fisiut exécuter une multi- 

E E* E*' 

pucation par u , on aura A- * w = — + -— - H- — j- + etc. = E-* w -H E-«» 

£ E E 

-t- E-3w-f.etc. , et non A-*a= -r h — — h -5- -H etc. ; car , pour arriver 

à ce dernier résultat , il faudroit qu'on eût à diviser chaque terme par u. 

448* Quelle que soit Ax, on demande la valeur de la suite 
u -h Ui H- wa -H 2^3 4- etc. -f- w« = M -4- Em -1- E^u -tr E'w + etc. -H E*» 
en différences Ai^ , A^u , etc. ; u étant une fonction quelconque de x. 

En détachant l'échelle , la suite proposée prend cette forme 

(1 -H E H- E^ H- e5 + etc. H- E«) X w = j ^ "* * ' j X u. 
Or , en mettant 1 + A au lieu de E , ce second membre devient 

^ ^. ^ Xtf= (/^-Hi)H- ^ ^ A + ^ ^ ^ ^^ A^ + etc.|Xtf. 

— A ) '^ 1.3 1.Q.3 ^ 

Donc» u étant = (px, on a pour la suite de n + 1 états successifs de u, 

w + Wi -f- tta -+- W3 + etc. H- w« = ( ig) 



i 



(n+i)u H- ^ ^ ^ Ai^ -h -i— J— 1-1— — lA^i* + \ -^ ^ \ ^A i^5^ 

^ ^ i.a i.a.3 i.Q.3.4 



etc. 
Si la suite u + Eu -j-'E^u -+- etc. ne se termine pas , sa somme sera 



= ( =r )xw = — T-Xw = — A->w = — Sm. 

^ 1— E ^ —A ^ 

Puisque la suite w + Ew-HE^wH- etc. H- E«w représente en général 
une suite quelconque terminée , u étant une fonction qui en donne un terme 
quelconque ; la formule (19) sert à trouver les sommes des suites au moyen 
des différences de u : elle se termine d elle-même si n est entier positif. 

Pour donner un exemple , supposons qu'on demande la somme des cubes 
x', (x+r)3, (x+Qr)5, (x+3r)3, etc. {x+nr)\ Dans ce cas wssa:', Aa: = r, 
Aw = 3xV -h 3xr2 -^ r', A^^w = Gxr^ + 6r5 , A^w = 6f^ , A4w , A^w, A^w, 
etc. = o ; de sorte que la somme cherchée sera , par la formule (19) » 
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{n + i)n(n^i)(n^7) g^^ 
1.9.3.4 

Comparez la suite (19) avec la formule (7) ci- dessus , n.^ 446. 

449* On aura de la même manière 

u — Aw H- A^i* — A'w + etc. dz A»w = (qo) 



^ ^ i.a 1.Q.3 1.Q.S.4 



-h etc. ±: (»-hi)E«w qp E» + 'w, 
les signes supérieurs étant pour n pair et les inférieurs pour n impair. 

£n effet 9 en détachant l'échelle , le premier membre peut être mis sous la 

forme 5 ^ > x w ; or , en mettant au lieu de — A sa valeur 1 — £• 

( 1 H- A ) ' ^ * 

cette expression devient J ^ [ xw, qu'il suffit de développer pour 

avoir le théorème (qo). 

Si on prend la différence , non en soustrayant Tétat proposé u de Fétat varié ^ 
Ui 9 mais Fétat varié Ui de l'état proposé , et qu'on désigne cette différence par 
iAtf| on aura lAi/ = m — Hu^ i^^uz=z u — qJLu + E^u , lA^u = 1^ — 3Eu 
3 £3£^ — e3 tf , etc. , lA = — A , et généralement ^A* = ( 1 — E)« = (— A)« 
: (— i)«A"; de sorte que le second membre de (20) est aussi égal à la suite 

u -t- lAw H- lA^M -+- lA^w + etc. H- iA«m. 
On trouve pareillement 

u — Zï^ + S^w — 2^2* + etc. dt I/^u = (21) 



(n + i)m h i Ew -h ^ ^ — s— ^E^w H U— — i is?u + etc. 

^ 1.9 1 . Q . 3 1 .2 . 3 . 4 

En effet , en détachant l'échelle , le premier membre peut prendre la forme 

i-(.A-0«+») ., . ,(A+(-A)-») (E-H-(i-E)— ) 
:^A-t jx^> qmdevient j-^j-p^jxi/= j ^ jxi^î 

et , en développant , on a le théorème (q i ). La série se termine avec le terme 
affecté de E''i#, si l'on suppose E''^^ un dernier terme. 

45o. On trouve aussi bien simplement , au moyen de nos notations , les 
règles pour prendre la différence et l'intégrale -somme d'un ordre quelconque 
des quantités factorielles , comme on va le voir. 

Ddddd 
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Soit Ax constante et == r, en exprimant par çM««'«i n.^ 4^3 , kfiiûtoriaUe 

divisée — i ^ ^ ^ — , on aura 

i.a.3 n 

Ap*.!*'-''- = rp»-*.!**'-; (a«) 

car p«. i*""- == • — p«-i, i«:r. = — : — p»-i, i«îr« — rp«-M*'''- = 

p».i(* + 0«''- — rp«-M«»''-. Donc p^ !(•+'')•'• — p*. !••''•= rp"-», i*?''-. 
Or le premier membre de cette dernière équation est = Ap*. i*-^- , si x varie 
de rpar rapport à A et 1 de rpar rapport à d; ce qui donne le théorème (22). 
De plus, A^pM**^* = rAp«-". i«-'- = rap«-«. i*î'-, partant 

En multipliant par 1 • 3 . 3 . .. • . t. /i , il vient 

A«D«fi«?'- = D«i».r»,D«-«.i«5^*; .,...(24) 

et si dans cette équation on change 77» en — 77» , on a 

ou bien(n.®4Q8)2*i>M*''- =-7 r; -r: , oa , , . .^ > 

^ ^ ' (7l-hl)(7ï-h?)(/»^-3)..... .(/»H-77»). r» 

Si dans (24) et (q3) on fait tï négatif, on a aussi 

A'"D-^ i«=^« = D^'i-'.r^.D-»-»-*. !•«'•, • . , . . (q6) 
2;«D^M*«^* = D-'Si-«.r-«l>^«+«.i«5'-. (a;) 

Ces deux dernières formules contiennent les régies pour prendre les différences 

et les intégrales des quan^tés de 1^ forme -7 r^ — : 7 ^ i ^ . ' 

Pour ne pas avoir dans les Ëictorielles de différences négatives , de. l'espèce 
de celles dont nous avons parlé au n.^ 449, et que nous avens désignées par 
lA; il ne faut jamais fiûre r négatif dans les notations par lesquelles nous 
représentons les Ëtctorielles. Si donc on a la fiictorielle p:(ar+rXx+ ^ry^x-^ir) 

(x + 7^^ — r) , on ne la représentera pas par !>*• i*«-^- , mais par 

i>«.i(«+«^-0-^-; et Ton aura, comme précédemment ^ 

ApMC*H-«''-0?'' = /irp«-M(*+«''-05''. i^ 
7fr(x-4- r)(x -+• ir){x -f- 3r). . . .(x -i- nr^r) ; 
ce qui est en effet la différence de x(x H- r)(x -tr ^r) . . . • (x + nr^r)^ que Ton 
Qbtient en mettant x + r au lieu de x et en soustrayant l'état proposé de 
l'état varié. On aura aussi 

^±mj^n^l{m + nr^f)ir. ^:^ d^^"* l*.r=t:«»D*7"« iC' + ^'-O?'* ..#•.(«8) 
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1 1 



Si Ton fait n négatif, d-».i(-«^-^)' '- étants , .^. ^ = -. — r; ,, ^ , , r , 

(n.^ 498) ; on aura pour les quantités de cette dernière forme 

A;2r« . ■ I == , ^ ^-*-. 1 2û t 

Lpes signes supérieurs et inférieurs vont ensemble dans les deux membres de 
chacune de ces équations (98) et (29 )• 

45 1. Voici quelques intégrales - sommes qu'on trouve sur-le-champ par les 
formules du numéro précédent. 

1.® On demande la valeur de 2,^Xy A a: étant constante et = r. 
On fera x = dM'^^-i et Ton aura, par la formule (a3), 

~ 2 . 3 . 4.,-:.(OTH-i).(Ax)- • ^ ^' 



.2.® On demande la valeur de Z^CAx^, Ax étant = r. 
La formule (93) donnera^ en y mettant r«D*.i'<'' au lieu de oM'«'-, 

^ (,j-Hi)(/»-4-2)(/H-3) (/H-to)./-- ' 

Donc, puisqu*en Ëûsant /» = o, dM*-^- = i««''« = 1 , on aura 

s"r' = s — '■ ' ; , ou bien 

2.3.4 'y*- ^ 

2*(Ax)* = 3-^-i ^^ i . 7 . >- ^ — ...(31) 

^ ' 9.3.4...; m. (Ax)*-* 

On aura de plus 2"E*( Ax)* i= E*£"(Ax)' = (3a) 

[x4-AAx][x + (A-i)Ax][x-f-(A-a)Ax] [x + (A — m^rpAar] 

a . 3 . 4 »».(Ax)*-' 



3E 
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452. Donnons présentement quelques développemens des formules à échelles 
du numéro 444. 

Pour avoir la différence et l'intégrale -somme de Tordre m de la fonction 

ip{x ,^); après avoir développé (A'» -h A** E'')* c* (A'* + A»* E*»)""* P^^ ^ règle 
du binôme, on multiplie par <p(x,^), et Ton trouve sur-le-champ, £'>(p(a:,^) 
étant ;=? (p(£'^9^) = (p{xs^y) par la formule (O) du numéro 409, 
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/sr(p{x,jr) = *....( i) 

— i V 3^ A*-^>A>3^(e3x,jk) h- etc. 

r-<P(x,JK) = (a) 



1 T Q . 3 2«+g>A>^(p(E^a:,>^) -+- etc. 



Si Ton développe (A'^E^'H-A*»)""" = 2:* en commençant par A»»E'», on 
trouve , au lieu de ( q ) ^ 

S«^(p(x,^) = (3) 

2>*^(E-«x,^) — m2»« + »A>>(p(E-*^»x,j>^)H ^^ — ^î— i5;'*'+«A«»(p(E-«-«x,7) 



• 



i^ Z_21 Jl_L2,«H-5A3,(p(E-«-3x,y) •+• etc. 

Dans ces formules x et^ sont des quantités quelconques qui varient indé- 
pendamment lune de l'autre ; elles peuvent être fonctions chacune d'une 
même variable t^ ou de différentes variables ; Aa: et A^ peuvent être constantes 
ou variables , ensemble ou séparément. 

453. Si au lieu de la fonction (p(a:|^) on a le produit {^w àe deux quantités 
1^ et u^ qu'on peut faire varier indépendamment lune de l'autre , f^ et iv pouvant 
être fonctions chacune de la même variable ^ ou a; , ou de plusieurs variables ; 
on voit que ce cas est renfermé dans le précédent : mais comme on peut 
séparer (^ de w , on peut donner aux développement une forme un peu plus 
simple par la suppression des virgules des caractéristiques A » z > E ; et l'on aura 

t^^{vw) = (A'* H-A''E'0"x(^^) = 
('A'" + i>i".A'*"*A*'E'* + ç2i« A»*"^A*»E»a + etc.)x(^w) 

= f'.A«fv + mAf'.A^-^fVi + — ^^ ^A^t^.A*""'Wa 

to(to-i)(/»-q) ., ^. - •••(*) 

H i ^^ — 5 — ^A5if.A«-5^3 + etc. 

Changeant m en _ m , on a 

• a 



« 
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S-(i;w) = (5) 

' — J—Ji — JL_L-A5i;.s'""*-2w3 4- etc. 

1.2.3 

Dans le cas de m = i » cette dernière formule devient 

j:{ifw) = (6) 

Si dans la formule ( 3 ) du numérc^ précédent on met v au lieu de x , tv 
au lieu de y, et i^w au lieu de (pix^jr) i on en tire 

2«(vw) = .....(7) 

1 . 9 



i— : -^ 5 — ^A5t^-«-3.2*+5w^ + etc. 

' 1.2.3. 

Les suites (4) , (5) et (6.) ont déjà été données par Tatlor dans le tome XXX 
des Transactions philosophiques de Londres, pages 676 et suivantes; mais 
elles y sont démontrées moins simplement qu ici. Les autres suites du numéro 
précédent et de* celui - ci me paroissent nouvelles. 

454. Si Ion veut avoir, pouf les intégrales -sommes., des formules dun 
nombre limité de termes , on comparera A" * = (A»' H- A' »£•*)" ' avec (^ H- A)-* 
du n.^ 3gi ; et, en faisant a = A'* 1 ^ = A»»E>S a + A = A , la première 
valeur de (a + A)-> donnera, en changeant A-* en 2, 

S = s>^ — 2:A»»E'»S'^; (8) 

partant 2(p(x,jr) = 2«'(p(x,^) — 2[A*'S»»ip(x, Ey)], (9) 

et s(f'w) = (^stv — ^[Ai^.swi]. ....(10) 

Si Ton faisoit a = A»»E»» , A = A»* et a -f- A = A , on auroit 

2 = S*'E»-» — 2A»»s»»E»-«; (11) 

partant t<P(x^y) = 2»'<p(x, E-»jr) — Z[A»»2«.(p(x,E-»j^)], (12) 

et ZCi'w) = Sf'.w-i — 2[Z^.Aw-i]. (i3) 

LeMhéorèmes (g) et (12) sont de la plus grande importance dans la méthode 
inverse des différences : ils donnent la manière dintégrer par parties les 
quantités aux différences. Comparez avec (u) du n.^ 3gi. 



i^ 



DV CAIiCUL 



En prenant la puissance entière m des 3eux membres de ( 8 ) et ( 1 1 ) , on 

a pour Tintégrale-somme d un ordre quelconque les formules finies suivantes 

♦ Z«(p(x.j^f = {S'* — 2At.E^»Z-»|«X(p(x,j.), (g) 

2;«(P(x,^) = {S»*E»-» — SA-»Z»*E»-:'1"X<P(^»J^) (®) 

Si l'on reprend les valeurs de {a -f- A)-* du n.® 391 , et qu'on fsisse a = A»», 
^ = A^*£«S ^ ®^^ ^^ ^^ ^^^^ T^^ ^^ dernière de ces valeurs donne 

S(p(x,^) = (^) 

rS'* — A«»E*>Z** -H A«»E»«Z»5 — A'»E'^Z»4 -h etc.) 

partant , en élevant réchelle à la puissance m , on aura 

Z«(p(x,jr) = .....(3) 

Si Ion fait au contraire a = A»»E»S. ^ = A»^ , on aura 

^(Pi^^y) = («) 

rï**E»-» — A»» £»»£•-» H- A**X^'E»-3 _ 2i»35;4.E»-4^ 

i -t-etc. ±: A•^-»2^E•-^ ip 2(A.^2^E•-0) ^ -^ ' 

et , en élevant pareillement Féchelle k la puissance m , on aura une formule 
pour Z*(p(x,^). 

Ces formules sont en général d un nombre fini de termes. 

■ 

455» Faisons quelques applications des formules précédentes. 
Soit ^ une fonction de x, et Ax constante ^ on demande la valeur de 
EyAx par une suite. 

Quon £Eisse v :=y et u^ == Ax dans la formule (6) du n.^ 453 , elle donnera 

Î^Ax = 
^SAx — A^.EZ^Ax -+- A^jjr.Eaj'Ax — A'^.e'z^Ax + etc. 
Or on a, par la formule (Sa) dii n.® 431 , 

i7«v«+i\^ - [x + nAx][xH-(n--i)Ax] [x + Axjq: 

^^ ^* — . Q . 3 . 4 (n+i).(Ax)« 

Donc ZyAx = (14) 



p , _ x(x + Ax) Ajr x(x-4-Ax)(x+aAx) A^j^ 

"^ ^ 1.2 Ax 1 . a . 3 (Ax)3 

x(x + Ax)(x -H qAx)(x H" 3Ax) A^ 

I '. 9 . 3 i 4 ' lAx)5 
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Cette £^ite est aux différences ce que la prexttière série de Jean Beenoulli , 
rapportée au n.® 389 , est aux difFérentièlles. 

Si Ton suppose Ax variable et A^ constante, et qu'on fsisse dans la formule 
(6) du n.^ 453 W =^ et (^ = AX| on aura aussi 

Ij^Aa: = 
àx.Ty ^ A^œ.EE^y -H A'ar.Eajî^ ^ A^x.E^Z^y -f- etc., 
etiy par la formule (3o) du n.^ 451 , 

Ç/Aar = .; . ..(i5) 

O ■_ X>y-Aj^)Aa? _ (r+Ay)jrrj^-Ay) A^ar Cy+^AyXj^+ Ay^Çy-Aj^) A^x 
1 . Q A^ 1 . Q . 3 ' (A^)« 1 . Q . 3 . 4 (ÂjiO^ 

(^-^3Ajr)(^+.QAj<)(^ + A_y)^(jr;-Aj^) A4x ^ 

"" 1 • a . 3 . 4 . 5 (Aj)4 ^-^^^-^ 

ce qui répond à la seconde formule de Jean Beenoulli du n.^ 38g. 

Si dans la formule (14) ci-dessus on suppose Ax = 1 , et qu'on y ajoure 
y de part et d'autre, elle devient 

^ + Sjr= (16) 

•> • . N x(x-4-i) . , x(x-+- iXjp-Hq) .., 
C-h (arH-Ojr ; / Aj^ + i . a . 3 ^-^ 

x(x -+- iVx -+- qVx H- 3) ., 

^^ "^^ /^ — A'y -h etc. ; 

1 . 2 • 3 • 4 ^ 

ce qui est la formule pour sommer les suites au moyen des différences du 
terme général y , que Loegna a trouvée par des considérations moins simples 
et moins directes dans les Mémoires de Turin pour 1786 et 1787, page 44^9 
et que Peont a donnée dans le. 4*^ cahier du Journal de V école pofytech^ 
nii/ue, page 543. 

456. Soit encore^ une fonction de x, et Ax constante, on demande la 
valeur de Z*/(Ax)* par une suite. 
Je fais w = (Ax)" et i^ = ^ dans la formule (3) du n.^ 453 , et j'ai 

Z"r(Aar)- = 
y.Z"(Ax)"" — mA^.E2:'"+"(Ax)"" + ^^^"^ ^^ a»><. E^Z^-^^CAx)* 



— ^ ^ 5-^A5^.E55;«+5(AaO* + etc., 



suite qui devient, par la formule (3q) du n.^ 451 , 
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^"•^(Ax)'» = (17) 

3L — (a?"4-Ax) Ay 
m i.(/7»H-i) Ax 

(jc-HAx>(ar4-gAx) A^jr 
x(3r-AarXj^-QAx>..>(x-mAx + Aj) H 1 . a . (m + a) (AxÎP 

* • ^ • ^ (y^-i) ï (ar-t-AxXx+QAxXx-h3Ax) A^y 

i . a . 3 .(/7» + 3) (Ax)5^ 
etc. 

H- C -f- Cix + Cax^ + C^x3 -h etc. + Cix*-». 
Cette suite a aussi été trouvée par le Professeur Burmann (^). 
En faisant , dans la formule (7) du n.® 453 , w = (Ax)* et v ==^ = (px\ 
on a lexpression .suivante , dont l'usage dans les calculs numériques est un 
peu plus facile que celui de la suite précédente (17): 

Z^jKCAa?)* = (i8) 

(aFx — mAx] [x — mAx] . ^^ , . \a V 

z.a.3....(m-0 ^ ^ Cx-mAxIxl(m+ OAxIx-(>n+o)Ax]^, j 

1 . a . 3.(w»H-3).(Ax)5 . ^"^ '^ '^^^ 

+ etc. 

Ces suites se terminent lorsque y est un polynôme dans lequel il n'entre que 
des puissances entières positives de x. 

Pour éclaircir l'usage de ces formules par un exemple ; supposons qu'on ait 

y = x5 et Ax = r. On aura -f^ = 3x' H- 3xr -+- r» , , , V * = 6x -t- 6r, 
•' . Ax (Ax)a 

TÂjO' ~ ^ * (Â^ ~ ° ' ®' ^ formule (17) ou (14) donnera 

2:x3r = x.xS- ^^'''^''\ 3x' + 3xr + r')-f- ^^^•*"'^^"*',^''\ 6x+ 6r) 

x(x-f-r)(xH-gr)(x H- 3r) ^ 



(*) On voit cette formule danf un rapport fait à l'Institut national de France «ur deux mémoires d*analjS6 
de Burmanu, actuellement Professeur de Mathématiques à Cologne , tome II des Mémoires de V Institut natmmtdt 
classe des sciences mathématiques et physiques; histoire, pagei6. Un de ces mémoires contient une formule 
qui parolt semblable à (F) du n.® 286 Je saisis cette occasion pour observer que mon travail sur le retour 
des séries a été fait long-temps avant que je connusse l'existence des mémoires du Professeur Burmanit : au 
commeaceroent de Tan V, j*ai communiqué à FaAirçAif plu«ieurs de mes théorèmes sur. cette matière, entre 
autres celui du fl.® aS?. 

La 
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La formôle (18) donnera 

x(x-r)(:r-ar) ^ _ x(x-r)(x-flr)(x~3r) ^ > 

i.Q.3*^ ^ ' 1.3.3.4 

Supposons qu'on demande la somme des f ubes des nombres naturels depuis 
1 jusquà loo^ inclusivement ; il faudra faire r=ieta?=ioi dans ces deux 
expressions : tandis qu en employant lexpression du n.^ 448 , il faudra y faire 
r = i|j?=i etn = 99; cette dernière expression est donc bien plu3 
avantageuse pour ces cas. 

C'est de la formule (D) dun.^ 4^4 9 développée, et dans laquelle on Ikit 
/ = 1 , qu*on se sert le plus pour la sommation des suites ; ainsi qu'on peut 
le voir dans le Calcul différentiel d'EuLsa. 

467. On peut aussi employer les dérivations pour représenter les différences 
et tes sommes d'un ordre quelconque. 

« 

Ainsi, en supposant ç«.w = w« = E"w, p""*.2^ = w_« = E""!^, on aura 
A«w = p''.(i«.w). . . .(1), 2'w =p-«.(i-«.w) = ç-''.(i/.i-«) , . . .(q) 

pourvu qu'on fasse la dérivée de 1 dans 1" et dans 1-* égale à — 1. 

On aura pareillement , en supposant p».w = A"w, ç-*. w=A""*w=2«w« 
et Êdsant la dérivée de 1 dans 1" et i"" égale à -h i , 

E«ii= p«.(i«.w) (3) , E-»w = p-».(i-'».w) =p-''.(w.i-«). . . .(4) 

Si l'on veut détacher les écheUes , on peut faire p«. E^ = E», p-«. E^=E"'* f 
P«.A9 = A", p-».Ao =r A-« == Z» j et Ton aura sous cette condition 

A'w = p».(i».EOixi^ (5), 2«w = Ç-».(j-«.Eo)xw, ••••(6) 

pourvu qu'on fasse o.i = — 1 ; pareiUement 

E«w = p«.(i«.Ao)x/^ . (7), E-«w = p-«.(i«.Ao)xw, (8> 

en faisant d.i = 1 dans (7) et (8) , et Eo= 1 , A^ = 1 après les développemens 
de ces quatre dernières formules. 

On a regardé u comme fonction de a;; u et ses étajis variés Eu y E^u^ E^Uy 
etc» t^ou Uy Uiy U9 , 1^3 , etc. , peuvent aussi souvent être considérés comme' 
des quantités quelconques j4 y Ai, A^y Aiy etc. , ou, A y B y C, D% etc. , 
indépendantes entte elles , et la plupart des foimules des numéros précédena 
seront encore vraies pour ces cas. 

Fffff 
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Nous n*ayons en que peu d'occasions d'employer les dérivations dans ce qne 
nous venons de dire des di£Férences : ainsi , sans nous laisser entraîner par 
la £icilité que procure Ik séparation des échelles pour arriver aux théorèmes- 
qui constituent la méthode des di£Férences, passons à des cas où se montre 
Futilité des dérivations. 



458. Supposons que la fonction à échelle f£ du n.^ 445 soit un polynôme 
ordonné suivant les puissances de £ : si Ton représente par Hu la, quantité 
tfw + ^Ew-f-cE^w+etc.-f-^ifE''w, ouau + bui + ci/j -J- ^/i/s -+- etc. H-Ori/r, ..(1) 
[ la capitale grecque H , mise au lieu de f £ , est ici une caractéristique et 
non une quantité ] ; si Ton représente^ de plus par H ^2^ ce que devient (1) 
lorsqu'à la place de i^ on y met H 2^, c'est-à-dire, si l'on Eût 

U^u = aHu + bEKu + cE^Ku -i- dE^Hu H- etc. -+- a,E^Kui ..(7) 
qu'on Êisse de plus w 

K^u =z aH^u -h bE^^l&'+'CE^H^U'^dE^H^u -^etc. -harE'H^u^ ..(3) 
et ainsi de suite ; on pourra exprimer H^u^ K^u^ etc., H"'ii en u^ Eu^ E^u^ 
E^u y etc. : car l'on aura généralement 

H«w = (a -+- *E -f- c£a -H dE^ H- etc. -H arE^y^Xu ....(4) 

= a«.w H- D.a^.Eu + ç^.a'^.E^u -h etc. -f- p''*.2Z«. £''*w, •••(^) 
où a dans p'.tf "* doit être regardé comme un dernier terme. 

Cette proposition suit de ce qu'en détachant l'échelle de (1) , on a 
Hu = (a H- ^E H- cE^ -f- dE^ H- etc. -h a,E'')Xui 
donc , en mettant Hu au lieu de u dans le premier membre et sa valeur 
dans l'autre , on trouve H^ w = (a + ^£ •+• cE^ + dE^ -f- etc. -f- arE')^ X u j 
on continuera ainsi , en mettant de nouveau H 2^ et sa valeur au lieu dé u. On 
peut aussi appliquer , si l'on veut , à cette proposition la manière de démontrer 
du n.^ 400. 

459. Si l'on écrit la suite ( 1 ) ci-dessus de cette manière : 

CCU, -f- CUf^i -f- yl^f.a -4- etc. + OCr^^Ua -H eCr^iUi + ecrU^ 

oixeùjGyy^ etc. 0^-99 ecr^i , «r sont respectivement égaux à ^ir, âr-i,tfr-si êtc^ 
c, bj éij et qu'on suppose p*.2^ = Uj. ^ E'u; on aura aussi Hu = p^(cr.i^); 
Hw, = E'Hu = p''-H'.(«.w) , H*w = p*^(«".w), £Vr étant ime dernière 
quantité. 

ds 9 comme il est utile dans beaucoup de cas de détacher les échelles , 
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remarquons qu'on a aussi Hw = p^(a.Èo)xw, H«w = p«''.(««.E<>)xw, en 
fsdsant après le développement E^ = 1 1 d.E<>= E,p2.E°= E^, etc. , p".Eo = 
£* ; etr étant toujours uiie dernière quantité. 

460. Si la relation entre les termes d'une suite est variable , si l'on a par 
exemple la relation # 

et{jn'^'\'km-\-l\um'\'t{rn^'\-pm'\-q\^^ ..(1) 

où m est la variable , /n + 1 étant le quantième des termes ou le nombre des 
termes de la suite ; il est clair, que plus m devient grand , plus la relation (1) 
approche de la relation constante 

et^Um + ^-Um^\ + y.w«-a = o, .....(9) 

qui est celle des termes d'une série récurrente. En effet , l'équation de relation 
(1) peut être mise sous cette forme 

ou sous celle - ci , en divisant haut et bas les fractions par m^ , 



i+ê + ir 1+-^ + 



S 



ct.Ut^ -h b T 7— .Z^a-i 4- y r r*"«»-a = ^^ 

1+- + — l-4--i-+-— 

m ' m* m m« 

Donc , plus m devient grand , plus chacune des deux fractions approche de 
Vunité , et plus la relation approche de Téquation (q)« Cette équation (q) se 
nomme la dernière relation des termes. 

.On voit donc qu'il y a un nombre considérable de suites dont la dernière 
relation des termes est celle d'une suite récurrente. 

Dans les cas ci-dessus (1) , le premier membre de (q) n'est point zéro , mais 
il approche de zéro si m devient considérable ; si l'on désigne oszia + Ci^i 
+ yu par Hi^, les quantités Hii, HEi^, HE^i^, etc* HE*"!^, etc. iront en 
diminuant , au moins après un certain intervalle , et approcheront d'autant plus 
de zéro que m sera plus grand ; Hu, H^i^, H^u, etc. HV^ 9 etc. iront aussi 
en diminuant , et en général H" £" u approchera de zéro si n et tt» sonl; consi- 
dérables. Donc, si dans les cas pareils à celui de (1) on ordonne une suite 
suivant Hw, H^w, H^w, etc., ou suivant HEw, H^E^w, H'e'w, etc., elle 
sera ordonnée suivant des quantités qui iront en diminuant. Ces éclaircis* 
semens m'ont paru nécessaires poui; ce qui va suivre. 
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' 461. OcGopons •« nous à présent de la transformation des suites pour des 
oas fort ^tendus. 

Paoblème. Soit proposée la suite 

Au -f- Bu^ -+- Cu^ -h Duz -(- etc. -+- A,.Us , . .; . .(1) 

et )a suite -, , ï . .. . #0 „ , x 

b W + yWi H-r d^a -+- etc. -h ^rUr = Hw, (^) 

UyUtyU^y uzj etc., ^9 j7, Cj Dj etc., C, y, ^, etc. étant des quantités 
quelconques ; transformer la première suite (i) en une autre qui soit ordonnée 
suivante, EH*w, E^H»*^^, E^H^^w, etc. 



En détachant les échelles, on aura la solution par le théorème du b.^ ^5j. 
En effet (i) et (q) deviendront 

{A -^ £e -+- Ce» -h De^ + etc. -4- AsE*)xu^ 

(e -4- yE -H Je» + 8E3 -h etc. + erE')Xu. 

Comparant. donc avec le n.^ a5j , on mettra E à la place de a; , H à la place 
de ç; et Ton aura, par la formule (iv) , 

{A -h BE -h Ce» -h Pe^ 4- etc. 4- AsE')xu = 

-h etc. 4- ^p«-*.(C-'"*.D.^).E»H«* H- etci^**' 

ou bien 

Au -4- -Swi + Cwa H- ^«*3 ■+■ etc. ■+- A^u^ = (3) 

Au 4-» e-«D.-/ï/.H»i*i 4- ïD.(C-^.D.>^).H««Wt 4- jp».(C-5^.D.-r^)H3««5 

etc. 4- ~p«-*.(C-«*'.D.^).H««w, 4- etc. : 

on développera les^ quantités affectées de d comme il est dit au n.^ 93;, en 
ayant soin d'observer qu*ici A, et Cr sont des derniers termes qui n'ont plus 
de dérivées. Ce théorème (3) est bien plus étendu que celui du n.^' 357. 

Si Ton propose de transformer la suite 

w 4- Wi 4- «a 4- W3 4- etc. -h u,i 
il suf&ra de fedre chacune des quantités A ^ B ^ C^ D ^ etc. As égale à lunité 
dans le développement (vi) du n.o ^37 ; et Ion aura ainsi une formule pour 
la somme de la suite précédente. 

On peut tirer bien dautres conséquences de l'application aux échelles des 
formules de Tarticle cinquième; mais, sans suivre ces détails, il nous sufiBt 
d'avoir tracé la marche de ces applications. Nous allons nous arrêter à des 
applications du même genre qu'on peut faire deô formules de l'article quatrième, 

relatives 
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relatives aux suites récurrentes ; parce que les résultats qu elles donnent sont 
liés plus étroitement à des théories connues. 

462. Problème. Supposons quon ait 

au + bui 4- cwa + ^W5 = Ku ; - (1) 

on propose de transformer la suite 

w -f- Wi -f- Wa + W3 -t- W4 H- etc. à l'infini .... .(a) 

en une autre qui procède suivant Kuj K^u^ H ^1^1 etc. , Huiy U^Ui^ etc., 
Hu%y K^U2y etc. 

Nous n'ayons supposé que quatre termes au polynôme (1) , afin de simplifier; 
mais ce que nous en dirons s'étend à un polynôme d'un nombre quelconque 
de termes. 

Je détache l'échelle de ( 1 ) , ce qui donne 

a + ^E -H cE^ + dE^ — H = ; (3) 

maiS| afin de comparer avec (1) du n.^ 204 , je mets £»> d y» J à la place de 
dy c^ by a respectivement, et, multipliant par E"'--^, l'échelle (3) devient 

«E« •+ CE""-* -f- yE"-» -h (^-H)E""-3 = O. ..'.-.(4) 

L'échelle détachée de(Q)esti -b-E + E^-f-E^ + E^ 4- etc. Je compare 
(4) avec (1) du n.» 904 ; je vois qu'ici E"^ remplace j4m , et que (? — H remplace 
i pour l'instant ; en raisonnant comme dans le numéro cité , j'aurai 

Ici X n'est point affecté de E ou de H , il n'est introduit que pour ordonner 
les termes. 

Présentement ^ si l'on fait a; =: 1 , et qu'on multiplie (5 ) par u\ il est clair 
que l'on a 

lrtM + adL(^H:iB±a} ><. = (.. ^E + E. + E, + ,.0., ... ...(6) 

c'est-à-dire que le premier membre est égal à la somme de la série ( q ). Je 
fais « + C + y + J = ^> pour plus de simplicité ; puisque -r = 7- -f- -- 

+ -Tj -H -TT + etc. , je trouve sur-le-champ , en effectuant la division par le 
4éiiominateur du premier membre de (6) , et ordonnant par rapport à E , 
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(1 H- E + E» -H e3 -f- E4 H- etC.)XK = 



-+-(«-+- ff)l^E + -^^EH H-^EH» -+--;^EH5 -hetc.}x« ....(7) 

«{ ^E« +-j^E«H -4-pE«H» +^E»H5 -4-etC.} X«; 

OU bien , en remettant pour « , C) y leurs valeurs d^ <; , à, et observant que 
E*Wu = H'^Uf , on a , pour la solution du problème , 

w -h «I -I- «a -+- «5 H- «4 ■+• etc. = 



(^ + c -h J) { y + -^ -f- ^^ -+- .^^ -H etc. I 

.^,,M^ HM| H*«i H'i*! , 

+ (c + ^){-j- + -;^-f- -p-^ + lir + ««c- 1 ••••(8) 

Si Ton veut avoir la somme de la suite terminée 

w -I- Ml + wj H- W5 + etc. H- w« , . 
on multipliera (7) par E'* + ■ , afin d'avoir la somme de la suite non terminée 
£« + ii^ -h E*"*"*w 4- E"-+-3u -h etc. ; on aura, pour cette somme, 

C*-hc-4-rf)|— jj 1 3^5 — -1 p 1 j^^ h etc.| 

+ (c + rf)l— ^^ 1 j- 1 p 1 j^ h etc.} ....(9) 

et Ton retranchera cette suite (9) de (8). 

Ce problème a été résolu par Stirling dans son traité de summatione et 

interpolatione serierum , propos, xiv; ensuite par Eu le a dans son Calcul 

; différentiel I page 33o. Lapi/acb, dans son mémoire sur les suites ^ Académie 

des sciences de Paris , année 1779 ) pages 243 et S43| en a simplifié la solution 

par une analyse différente de la nôtre. 

Si Ion a Hi^ = o, la formule précédente (8) donne la somme ordinaire 
d'une suite récurrente. Il peut jirriver que H u ne soit pas zéro , et que cepen- 
dant une des quantités H^a, h'i^, etc. H'u^ etc. devienne zéro; alors la 
formule se termine et donne la valeur exacte de la somme : mais si aucune 
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des quantités Hw, U^u^U^Uy etc. H^u etc. ne devient zéro, alors (n.® 45 o) 
elle donnera la valeur approchée de la sommé par des suites convergentes. < 

463. Exemples.' On propose de sommer la série 

1 -|_ 3a.^a H- 5^.p^ + 7^;?6 ^_ g^.p^ + ii«./?ïo ^. etc. 

Si Ion fait ici u = 1 , Uxz=zZ^.p^ ^ u^ = 5\p^y etc. , Téquation de relation 
(n.**45o) sersL X^m—iy.Um — Ç^^m+iyp^.Um^i = o, où m est la variable, et 
l'on aura, pour la dernière relation des termes, Um — p^Um^i = o* Ainsi 
c^ = ^= 1, Çzs.azu—p^, c = o^ d=o, k= 1—/?^; Hw= —p^u-j^Ui = Sp^^ 
U^u = 1^9 — Qp^Ui -^p^u = 8/?4, h'w = W3 — 3/?^Wa 4- 3y[?4wi — w = o , H^w = o, 
H^u, etc. = o; substituant dans la formule (8), elle donne, pour la somme 
exacte de la série ci - dessus , 

1 %p^ Sp^ _ 1 ^Sp^^p^ 

Soit proposé de sommer la série 

1» Q« 3* 4» /« 



^ ^a ^5 p^ p^ 

en supposant n égal successivement à 1 , q , 3 , 4 , etc. 

On fera u =1 — ^ Ui = , etc. ; réc[ùation de relation et celle de der- 
nière relation seront 

m^.Urn — ^ ^.i#«,-i = 0, •"«-! + w» = o; 

P P 

ainsi A = 1 , Hm = u + Wi ; et l'on aura 

P P 

Wu = C--^^ -H sC- -) Ui -4- ifci2-(-. 1) U2 4- etc. 

p P i . 2 ^ p 

d'où Ton tire H^i«=o,si/i=:i; H^i^=o,sin = 2i; H^u = o , si n = 3 ; 
et ainsi de suite. L'on trouvera ainsi pour la somme exacte de la série 
proposée ^ savoir : 

P • o P(P -^ ' 



-(;?-. 1)4 ' ' /♦ C/'-O^ 

et ainsi de suite. Si Ion ne veut les sommes que jusqu'au terme — inclu- 
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$ivement , on les trouvera égales à 

P ^ ^ P ^ > 



ip-iy p^ ip-0^ P^ P-^ 



^ SI ra = 1 1 

pCp-^- 1 p(p^iy g/ p i* 1 . _ 

et ainsi des autres. ' 

464* Pboblàme. Étant proposée la même suite que n«^462| saroir 

aur + bui + ci^a + ^U3 sz Ku ^ (1) 

on demande à interpoler les termes de la suite 

ï* -4- Wi -t- Wa -+- "5 + «*4 ■+- etc. ; («) 

c*est-à-dire, m étant quelconque entier ou fractionnaire, on demande la 
valeur de Um par une suite ordonnée suivant H i^ , H^ 1^ , H^ i^ 1 etc. , H^^i > H ^ i^i > 
H^Uiy etc., Hz^a, H^i^t» H^i^a, etc., etc. 



Tout demeurant comme au n.^ 46a, je reprends Féquation à échelle (3), 
savoir 

On voit qu^il s'agit d avoir la valeur de £" par le développement du premier 

membre, c est-à-dire de trouver le coefficient de a^ dans le développement du 

premier membre ; le coefficient de 3[f^ dans le second membre étant £*• 

Je partage le dénominateur en deux parties, en faisant ^= £v + Cr + yx^ +^ 
ix^; alors ce dénominateur devient P^ — x^H ; et, puisque 

,. ^ .„ = y-^ H- ^-«ar^H -t- ^-^x^-Sh^ + ^•4x5.5h3+ etc., 
le premier membre de (5) devient 

+ x(«E H- O >(/^--* H- ^-^x^H H- y-^afiH^-h /^-4x5-3 H^ + etC.) ..(10) 

H- x^ {ccE^ -H ff E H- y)) 
Or /^-' étant = ce'' H- D.a^-^x + ^^.a'^x^ + p5.^-r^x5 H-etc. , où i est 
considéré comme un dernier terme ; il est clair que le coefficient de x^ dans 
^-> est g*".»-*; que ce coefficient dans ^-»x, /^-»x«, etc. estp*-«.«-', 
ç*"-*.»-', etc.; que ce même coefficient dans ^-«x^, /^-«x4, ^-^x^, 
etc. est jp"»-3.^-a^ p,»-4^-a^ p«-5.^-a^ etc. que dans ^-5 j. a. 3^ ^-5j-«.5+ij 

^-3j;«.3 + 9^ etc., il est p^-a-S.i^-îj p«-a.3-i,e»-3, p«-i.3-a,^^5 ^ etc.; et 

ainsi 



• 



I 
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ainsi de suite. Donc, en ordonnant par rapporta £, on «ura pour le coefficient 
de a:» tiré de (lo) 

etc 

(«p^-^oj-* H- ep'"-».»-»)-^ 
4- (ap*-4.«-a + ep«-$.a-a).EH 
+ («p«-7.«-5 + ep«-8.^-5).EH» ....(11) 

-+- etc. 

-h ap*-«.«-^E2 

+ ap«-5.^-a.EaH 

etc ; 

et , en multipliant par u cette équation à échelle , on a sur-le-champ , pour 
la formule cherchée , 

Um = («p^.of-» + Cp*-".»-* + yp*»-».»-*)»^ ^ 
-H («p"-^.»-*' + ep'"-4.«-^ + yp«-5.^-2).Hu 

etc 

(«p«-^'.«-» + ep"»-^a-*)-"i 

(ajp»-4.aj-« + ep'«-5.«-^).HWi * 

+ («p— 7.<»-3 4- ep«-8.^-3).Hawi 

-+- etc '. -^ 

H- «p'^-^.a-^Wa 

etc I 

où Ton aura en général le développement de H'u, par la formule 

a^.Us -f- D.a^.Us^i + pa.a^w^ + a + p^.a'^.w^^j -4- etc., 
laquelle sera toujours terminée , parce que r est entier positif. On regardera 
d comme une dernière quantité. 

Hhhhh 



<« 



Si m est entier positif » on peut développer les quantités aâectées de d par 
nos règles de dérivation, ainsi quon Fa fait voir n.^ qgS et Qii. Si m est 
fractionnaire , ainsi que Fexigent les interpolations ; pour développer en général 
Ç*,<«-', on décomposera « + fo: -h yx^ -4- J^^, c'est-à-dire d -^ ex -^ 
bx^ + ax^ en acteurs binômes. Soit ce polynôme 9 ainsi décomposé, égala 

/Lt(a — a?)(b — x){t — x) ; 
on aura, par la dernière formule du n.<> 217, 

Sa-«-»(bT-a)-'(c— a)-', a seul variant de — 1, 
^-^-•-^(a— b)-'(c— b)^', b seul variant de — 1 , 
+ C"*-»(a — c)'-'(b— c)-', c seul variant de — i , 

formule dans laquelle s est entier positif, et qui, par cette raison , est toujours 
développable quel que soit m. 

465. La solution précédente s'étend au cas où la suite (1) a un nombre 
quelconque de termes ; car , si l'on avoit 

au + bux "-H cu% + duz H- etc. + iZr-iZ^r~i H-' arUr == Hw, • .(14) 
on écriroit aussi cette expression de cette manière : 

ecUf + ÇUr^i H- yUr^% -+• etc. -+- OCr^iUi -H O^rU — Hu = o, . .(i5) 

en faisant izr = «9 etc. a z= ari et l'on formeroit, tout de même que n«^ 2o3 , 
la fraction suivante 

, ^1 o T ^î , ; — 7— ri rr:j7 77r = H-«E+-x2E3-hetc., .(16) 

«+xÇ+x2y+x5(}+etC.+X'^-»«r-i + X^(«r — H) » \ / 

oùj'on aV=«, » = afE+C, CC = «E^ + CE-4-y, etc., 7l=«E''-*-H 

ÇE'/-a ^ yE'^-S _(- etc. -h «r-iE -H «r. 

On feroit le dénominateur de (16) égal à P^^^ x^H ; et après avoir développé 
(/^— x'H)-* , on cbercheroit le coëfEcient de x* dans le développement de 
la fraction qui forme le premier membre de (16) ; coëfEcient qui , en vertu du 
second membre , est égal à E«». Multipliant ensuite pat u l'équation à échelle 
que l'on obtiendroit , on trouveroit la formule 

w« = (17) 

H- («r-i.p"-5''+ «.<r^ 4- (»r ^a.p'^'^" «.^^ -+- etc. + ep«-■«'-^a^3+c»p•-«^^).H2a 

etc. ,.•••..•.•••• • • .^ .' 



^- (aJr-a.p«-'+'.aj-» 4- etc. + fp^-^oj-* + «p'"-'.»-»)-»^! 

(«r-a.p"-^+'.«-* H- etc. -4- ep»i-^-«.c»-« H- <»P"»-''-'.c^-*).HMi 

etc ; ; k ••• • • 

(«r-3.p "■"''"*■ ^<»""* + etc. + ffp«-5.^-i + «p'»-«.a-»).Wa 
(«r-3.p*-^'"+"*.«"* + etc. H- rp«-''-3.^-a ^. ap«-'-«.«-«). Hw» 

etc. , etc. • .V. V ' 

H- etc. 

Ici Wus est donné par la formule terminée 

a'^.Us H- n.a'^.Us^i H- p2,a«.i/,^a + p3.a".i/,-f.3 + etc., 

n étant entier positif : on y considère Og comme un dernier terme. 

Supposons qu'en décomposant F' en fsicteurs simples, on ait 

a + Sx* 4- yx5 + etc. + «rx^ = /Lt(a— x)(b— a:)(c— x)(b— x)x... ; 

on aura en général 

p«.a-' = (i8) 

a-*-*(b— ii)-'(c— a)-'(b— a)-'x .. ., a seul variant de — i, 

+ b"'»-»(a— b)-'(c— b)-'(b-b)-'x ..., ^ seul variant de — i,| 

M""P'""** {-H c-«-i(a— c)-'(b— c)-'(b— c)-'X . . ., c seul variant de — i ,/ , 

-Hb-«-'(a— b)-'(b— b)-'(c— b)-'x . .., b seul variant de — i ,' 
-H etc 

expression qui donnera p"^. ^^-^ lors même que m est une fraction , s étant 
entier positif. * - 

La formule (17) sert ainsi à interpoler les suites dont la dernière relation 
des termes est celle d'une suite récurrente d'un ordre quelconque. 

466. Si Ton a Hu = o , c'est-à-dire si Ion a l'équation 
au -+- bui 4- CU2 H- duz + etc. 4- arUr = 0, 
ou ccfU 4- ocr^fUi 4- ocr^%'U2 4- etc. 4- ffwr-i 4" «Wf = o, 

à laquelle on peut réduire toute équation linéaire aux différences (finies) , d'un 
ordre quelconque , dont les coëfi&ciens sont constans ; et que l'on suppose 
Ax = i j u = (px y partant Um = (p{x 4- m) ; en Élisant x = o dans u , on 
aura u = (p(o) , i#i = (p(i) , ug=: ^(q) , etc. Um = ^(^) > et la formule (i 7) 
deviendra 
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(p{m) == (p(o).((»r-ip*-^H-i.c»-i +a^.,p«-''+«.«-» + etc. +ap«.«-«) 

(19). . . + (p(0.((Kr^3p'"-''-+-*-«-* + «r^4P"'"'"*"*-^'-+-«tC. +«p'»:-».flr-0 

+ etc H-^(r--i).£^p«-''+«.^-« ; 

où m est la variable dans (p{m)y à la place de laquelle on peut mettre x a 
Ton veut : et cette formule est l'intégrale d'une équation linéaire aux diffé- 
rences (finies) d un ordre quelconque , à coëflfîciens constans ; 0(o), <P(i)i 
(P(q), etc. <p{r—i) sont les r constantes arbitraires. En Eûsant <p(m) = -^m, 
cette formule coïncide avec (i3) du n.^ fio6 pour le terme général dune série 
récurrente d'un ordre quelconque. 

La formule (17) s'accorde avec celle {B) que Lapi^acb a trouvée au n.® v 
de son mémoire sur les suites , cité c^ - dessus. Notre analyse est différente à 
quelques égards , et l'usage que nous y faisons des dérivations rend les notations 
plus expressives et les développemens plus faciles. 



467. On a l'expression au + bEu + cE^u -4- dE'^u = Hu sous la forme 

a'u -4- b'Au -f- c'A^w + d'ô?u = Va, (qo) 

V étant une caractéristique ; et l'on demande E'^u par une suite en Vu^ 
V^ii, V^w, etc. ) dans laquelle E n'entre pas, mais A, A», A', etc. 



Ce-Cas se ramène à celui du n.® 464 , de la manière suivante. Puisque l'on 
a ici Vu égale à Hi/, l'expression Vu étant ordonnée suivant au ^ A^Uj etc. , 
tandis que Hu l'est suivant £z/, E^u, etc. ; en détachant les échelles et 
mettant E — 1 au lieu de A , on aura 

a' + *'(E-i) -H c'(E-i)2 -4- d'(E-iy = V = H; (21) 

et , puisque pour déduire a + Ç«r -f- yx^ -f- ix^ de ecE^ -h CE^ + y E H- J, 
il suffit de mettre a?-* au lieu de E et de tout multiplier par x^ ; on mettra 
a;-* à la place de E dans (21), on multipliera par x^, et l'on aura 

a'x'^''^b'(^i'-x)x^-i-c'{i'-'Xyx--hd'(i''X)^==a-i-Cx)-\-yx^'^ix\ ..(qq) 
En ordonnant le premier membre suivant les puissances de a; , on aura iàci- 
lement les valeurs de «, f , y, i en a' ^ ^', c', d\ et réciproquement. 

Je reprends l'équation (5) du n.** 464 , et j'en mets le numérateur sous la 
forme ^^(i — a:)^ h- jBi(i ^x)x + Ox^ , et au lieu de E je mets sa valeur 
1 + A . J'ai d'abord , en ordonnant suivant «r , 
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D*où , en comparant les termes , on tire 

et, en mettant ^', c', ^^ au liea de leurs valeurs tirées de Téquation (22)1 
le numérateur sera 

(1 -^xyd' ^- (i-x)x{c' + €/'A} -i- x^li* -H c^'A + ^'A^J ; 
et le premier membre de Téquation (5 ) du n.® 464 deviendra 

4- x2(^ + C'A H- J'A2) r 

U ne s'agit plus que d'avoir le coefficient de x^. Or , ce coefficient dans 
(1— x)2^-» est p"'.<»-i — Qp«-».«-« H-ç*-*.«-*=A«p*-^«-S 7» étant ici 
la variable par rapport à A, et Am = 1. Le même coefficient dans (1 —x)xf^'^^ 
est ç^-'.i»-! r — ç"'"^»""* = Ap"-*.»-* ; dans (1— x)«^-«x3, il est 
^9p»»-5.^-9j et ainsi des autres. On formera donc facilement la valeur de 
£"* , qui est le coefficient de x^ dans le second membre de l'équation (5) ; et 
en multipliant par u , on aura , pour l'expression cherchée , 
E«w=wgi= {^'p«-«.«-* 4- c'Apf-^i»-» 4- ^i'A^p*-^c^-»J.w 

{A'p«-5.^-a _|^ c'Ap»-5.«-« + ^'A«p«-5.^-a|.Vi^ 
l^ipw-8.^-3 + c'Ap"-8.^-3 4« J'A^p'»-ô.«-3|.V«i^ 
+ etc 

+ jc'p'"-».»"* -h ^'Ap'*-^a-"}.Aw 

4. {c'p^-S.i^-a 4- ^'Ap^-S.^-aj.AVi^ ....(q3) 

4- {c'p«-8.«-3 ^. J'Ap«-8^-3J.AV«w 

4- etc • 

4- ^'p'^-^c^-'.A^w 
J'p«-5.«-9.A«Vw 

J'p«-8.^-3.A^V«M 

etc ; 

ce qui s'accorde avec la formule que trouve Lapida ce à la fin du.n.<^ vn 
du mémoire cité. Laplage a déduit de ses solutions plusieurs conséquences 
importantes , pour lesquelles nous renvoyons à son mémoire. 

468. £n partant des formules sur les séries doubles , triples , répandues 

V • • • • 

1 1 111 
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dans cet ouvrage , on peut étendre aux suites doubles , triples , les applications 
que nous avons &ites aux suites simples depuis le n.^ 438 ; et, en associant à 
ces mêmes formules les théorèmes du n.^ 443, on peur donner aux résultats 
différentes formes, parmi lesquelles on pourra choisir celle qui sera la plus 
convenable aux recherches qu'on se propose de Êiire. 

£n général , les principes que nous avons établis relativement aux échelles 
conduisent à généraliser plusieurs des théorèmes que nous avons trouvés sur 
les séries ordonnées suivant les dimensions d'une ou de plusieurs lettres, 
pourvu qu'il soit possible de détacher les échelles ; car , si l'on avoit , par 
exemple, (p{ccu -h Cui -H ywa -h etc.), il est aisé de voir , par le n.*^ 407, 
que cette expression n'est pas égale à (fr{oc H- CE -t- y E» -^ etc. )xu : ainsi il 
n'est pas toujours possible de séparer l'échelle. 

46g. Voici encore un théorème qui donne des transformations utiles dans 
plusieurs rencontres. 

TnéoRèMB. a, ^, c, d^ e, etc. étant des quantités quelconques , si l'on 
fait Aa = b — û , A^a = c — 2 ^ + a , A^a = d — 3c -+- 3b — a, etc. ; 
on aura , ^ étant une fonction quelconque , 

a(poù -t- bi>.<poc.x H- cp^.^a.x» -f- d^'^.tpoc.x^ -h etc. = (1) 

a(p{cc H- ffx + yx^-t-etc.) + xAû.D.^(a -l-fx -hyx^ H-etc.) 
-4- x^A^a. p2. q>{cc+Çx+yx^-^ etc. ) -H s^A^a. ^\(p{oc + ffx -t- yx^ -h etc. ) 
etc. 



Pour démontrer cette proposition , il suffit de développer le second membre , 
lequel , en ordonnant suivant x , devient 

à<pcù -f- ûD.(p«.x + ûp2.(p^.j.2 4. ûp3.(p^.x3 + etc. 

+ Aa.i}.(pcc*x + Aû.D.D.(pa.x3 -1- Aa.D.p2.(p«.x3 -f- etc. 

+ A3û.p2.(pe«.x2 + A2û.p2.D.(p«.x3 -f- etc. 

+ A5a.p3.(p^.x3 + etc. 

-t- etc. 
Or , à cause deû-+-Aû = A, û-I-qAû -hA2tf = c, a + 3Aû-+-3 A^^i 
A 3 û = </ , etc. ; il est évident que ce développement se réduit à 
a(pcù -^ in.^a.x + rp^.tp^.x» -+- rfp^(p«.x5 + etc. 
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470. Corollaire. Par le n.® 369 la formule précédente (i) devient autoi 
a(pu •+• bï>.<p(fX -H cç2.^^.j.2 ^ rfpS.^^.x' -f- etc. = . . .(q) 
^^(c6+ Cx + yx2 + etc.) + xA«.ô.(p(« + ffx + yx^ + etc.) 

-4- x2A2/7.^2.(p(^^f j*^y^2^.etc.)H- x3A3û.^3.(p(^^fx + ya:'*+etc.)H-etc., 
où d n'affecte que x , qui varie de la constante dx. 



471. Exemples. Supposons que « -H f x + yx^ -H etc. se réduise à un 
binôme : soit, par exemple, <p{ec + Cx -h yx^ -h etc. )=(£» + fx)" ; on 
aura par la formule (2 ) 

^«*-h*.m««-»grH-c. — ^^-T ^«"-«e^x^ + d. — 1 ^^^ — - — ^«"'-SÇSj.î-f^etc. 



-5 mlm — i)(7W — q) . ^ ^ » -»» ç ^«v 

H- A3a. — i ii — s-^(a+ ffx)«-5e3a:3 ^- etc. (3) 

1 . 4 • «9 

De là on tire , en faisant m = — i,^h-Çx=i — x, 

a 4- ix ^- cx^ 4- rfx5 4- ex^ H- etc. = ... .(4) 

a Aû.x A^û.x^ A^^ï.x^ 

etc. ; 



1— X (1— x)2 (i-x)3 (1— x;4 

et si Ion fait x = 4- z" , (« 4- ffx)*» = (1 4- j3'»)-S ^^ qu'après le développe- 
ment on multiplie tout par z^ , on aura 

az^ — bz^-^^ 4- cz'' + «« — Jz''H-3« ^- etc. = ....(5) 



z^ C z" z*" - -s^" f 

7z — Aa. H A^a, A^a.- — ; — r^ 4- etc.>. 



l+2«^ l4.Z« (i+z»j2 (i4-z»)3 

De là on tire , par exemple , 

log(i 4-z) = z — jz2 4- 1^3 — ;Jz4 4- iz5 — etc. = . . .(6) 
z . z^ ; z5 ^ g4 

4^ 7 7T î TnT "*" etc. 



t + ^ ' ( » + «)' (1 +z)5 * ( 1 + z)4 

Si dans (3 ) on suppose «=i, Ç = — 1, x=i,a = ij ^= ^-— — , 



aura Aa = ^, A^a 



£lZz4, A3a=^^^^-")(^-°^> etc. Donc 



la formule (3) donne, dans le cas de m entier positif, 



p + t (p + t) (p + ù + r) m(m^ i) (p+ t)...{p+t + ^r)m(m'i)(m-7y 

t ^(^ + 1 • Q ^(^ + /')(^ + ar) 1.2.3 



etc. =(i — !)• — ^ot(i — i)«-» -H TTf-; — k -^ (i — 1)"*-« -h etCr 

_ ^ p(p'-r)(p-^<2r) (p^mr + r) ^ 

car tous les termes du second membre , le dernier excepté , disparoissent , 
parce qulls sont multipliés chacun par i — i = o. 

On peut consulter, sur l'usage des transformations (4) et (5), le chapitre 
1.^ de la seconde partie du calcul différentiel d'Eues a ; et Ion voit combien 
d'autres formules particulières du même genre on peut tirer de notre théorème. 



472. Nous nous proposions d^ajouter des applications du calcul des déri- 
vations aux fractions continues , aux éliminations des inconnues dana les 
équations , et à d autres objets ; et de présenter des réflexions sur les opérations 
analytiques considérées en général. Mais cet ouvrage passe déjà les bornes 
que nous nous étions prescrites , quoique nous ayons supprimé beaucoup de 
détails et d'exemples qui auroient pu faire ressortir l'utilité de nos méthodes 
et de nos formules ; et nous nous voyons forcés de remettre à d'autres occa- 
sions la publication de ce que nous avions préparé sur les sujets dont nous 
venons de parler. Nous sommes bien éloignés de penser que nous ayons 
parcouru tout le champ d'applications et de recherches qu'ouvrent les méthodes 
de dérivations ; et il nous parolt que ce n'est pas trop présumer de ces 
méthodes que de dire avec Newton : Eu his via ad majora sternitur. 



FIN. 



FAUTES A CORRIGER. 

Page 93 , ligne 5 , car il n'y a que ce terme , lisez car il n'y a qu'un terme 
pareiL 

Page 40 1 ligne 4 en remontant j de d qui affecte y , lisez du d ayant y. 

Page 44 , lignes 6 et 7 , mettez -+- etc. à la fin des premiers membres. 

Même page , ligne q6, Ç^y^èy Usez 6off3y«J, 

Page 66 , ligne 5 , p^(p^9 lisez p*(pf. 

Page i37, %/^a i3 , c'''', lisez c'"'. 

Page 140, /r^n^ 10 , ^«| //i^i ^a« 

Page Q08, /igT^^ 4 e/i remontant^ cci^^^i lisez aj'-», 

P«^« 53o, ligne Q «fi^ n.** a55 , BoA^ lisez Eoc^. 

Page 3i2 , ligne 8 d/» remontant ^ da^ ^ lisez àx^. 
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